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PREFACE 


DE LA PREMIERE EDITION. 


Les Traités sur les fonctions elliptiques imprimés en France 
sont des Traités complets destinés spécialement aux matheé- 
maticiens : la plupart d’entre eux prennent comme point de 
départ les théorémes généraux de la théorie des fonctions; 
dans tous, l’étude des fonctions elliptiques est envisagée au 
point de vue le plus général et poussée le plus loin possible 
(multiplication, division, transformation, équations modu- 
laires, multiplication complexe ). 

_ Nous nous sommes proposé de faire un Traité des Fonc- 
tions elliptiques, d’un caractére élémentaire, en un seul 

Volume, contenant les principes essentiels de la Théorie et 
montrant, par des applications simples, combien ces fonc- 
tions sont utiles pour la résolution de certaines questions de 
Géométrie, de Mécanique et de Physique mathématique. 

La Théorie des fonctions elliptiques est comme une Trigo- 
nométrie d’un ordre plus élevé; nous nous sommes limités 
dans notre exposé aux principes fondamentaux ; ces principes 
étant bien compris, les parties plus profondes de la Théorie 
deviennent facilement accessibles. 

Pour réduire au minimum les emprunts a la Théorie des 
fonctions, nous prenons comme point de départ Ja notion du 
développement d’une fonction uniforme par la formule de 

Taylor; nous ne nous servons pas de la théorie de Cauchy 

sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. Nous 

-donnons, dans une courte introduction, la définition des 

: 


> 
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quelques termes tirés de la Théorie des fonctions, qui sont 
employes dans ’Ouvrage. 

La Théorie des fonctions rationnelles et des fonctions tri- 
gonometriques est d’abord exposée par les méthodes mémes 
qui sont employées ensuite pour les fonctions elliptiques. Le 
lecteur voit ainsi, sur des fonctions simples avec lesquelles il 
est familiarisé, ’'enchainement des raisonnements et des 
théorémes qu’il rencontrera ensuite pour les fonctions ellip- 
tiques. 

Les formules principales de la Théorie des fonctions ration- 
nelles d'une variable a se réduisent A deux formules types : 
une premiére formule mettant en évidence les valeurs de a, 
qui rendent la fonction rationnelle f(z) nulle ou infinie 


“= aj)(@—a,)...(2—a,), 
SZ) =e — 6,) (@ = bs)... (B= bee 


puis une deuxiéme formule, dite de décomposition en élé- 
ments simples, mettant en évidence les points oti la fonction 
devient infinie, et la fagon dont elle y devient infinie 


S{z)= C,+ G,274+ C,2*+...4+C,, 2” 


C— a, PEA) Le eae 


Velément simple — 


= est la dérivée de Log (a — a). 


Les formules et de la Théorie des fonctions trigo- 
nometriques peuvent, de méme, se ramener & deux types ana- 


logues : une premiére formule mettant en evidence les points. 


oui la fonction devient nulle ou infinie 


a omxp S10 (2 — @,) sin( a — a,)...sin(2#— a@,) 
A as sin (2 — 6,) sin(# — b,)...sin(a— b,)’ 


etune deuxiéme formule, appelée formule de décomposition — 


en éléments simples, mettant en évidence la facon dont la 
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fonction devient infinie 
J (@) = Go+ C,e?*#+ Ciettit....4-C,, erm 
aie ci e-2xi TE at Gy Ee zn axl 
+ Acot(2—a)+ Bcot(a2— b)+...+ Leot(x— 2). 


On peut remarquer encore que l’élément simple 


cot(2— a) 
est la dérivée de 
Log sin(z — a). 


De méme, dans la Théorie des fonctions elliptiques, il 
existe deux formules fondamentales : 1° une formule de 
décomposition en facteurs 


ro Cx 
UNE ao & H(a2— 6,)...H(2— 6,) 
mettant en évidence les points a,, a, ..., a, ov la fonction 
s'annule, et les points 0,, b,, .... b, ou elle devient infinie ; 


2° une formule de décomposition en éléments simples, due 
a M. Hermite 


J (2) =C,+ AZ( x2 — a) +. ..+LZ(2—1), 
ou élément simple Z(a—a) est égal a 


d LogH (a2 —a) 
dx : 


La plupart des calculs sur les fonctions elliptiques sont 
fondés sur l'emploi de l’une ou de l’autre de ces deux for- 
mules : ces calculs se raménentdonc A des regles simples dont 
il est fait de nombreuses applications. 

La Théorie des fonctions elliptiques se complique de la 
question des notations qui varient d’un Traité A l’autre. Tout 
dabord, nous nous sommes interdit rigoureusement d’em- 
ployer aucune notation nouvelle. Nous avons exposé simul- 


tanément deux systemes de notations qui doivent subsister 
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définitivement : celui de Jacobi, constamment suivi par 
M. Hermite, dans toutes ses recherches, et celui de M. Weier- 
strass. Le passage de l’un de ces systémes a l'autre est aise : 
néanmoins, il importe de les conserver tous les deux; car, 
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans l'un des 
syslémes que dans l’autre. En outre, aprés avoir lu un Traiteé 
élémentaire, le lecteur doit connaitre les deux systémes, afin 
de pouvoir lire ensuite les Livres ou les Mémoires écrits dans 
chacun d’eux. 

Pour préparer les applications, nous avons étudié avec soin 
les cas particuliers oi les valeurs des fonctions elliptiques 
sont réelles, les seuls qui puissent se présenter en Mécanique 
et en Physique. 

Chaque Théorie est suivie immédiatement de quelques 

applications; ainsi ]’étude de la fonction p de M. Weierstrass, 

~ quand l’unevdes périodes est réelle et l'autre purement ima- 
ginaire, est suivie d’applications a la cubique plane, a la 
lemniscate, au pendule sphérique, au mouvement d’un corps 
pesant de révolution suspendu par un point de son axe; 
l’étude des fonctions de Jacobi, pour le cas ot le module est 
réel et plus petit que un, est suivie d’applications a la biqua- 
dratique gauche, ala surface des ondes, au pendule simple, 
a l’élastique plane, a la corde 4 sauter, aux mouvements a la 
Poinsot; l'étude de la fonction p, dans le cas de deux périodes 
imaginaires conjuguées, est suivie de l’application au mou- 
vement d’un projectile dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle au cube de la vitesse. Viennent ensuite — 
quelques applications au probléme de Lamé et au probléme- saa 
de l’élastique plane sous pression normale constante, dont les Bs 
intégrales, découvertes par M. Maurice Levy, ont été conver- d i. 
| ties en formules elliptiques par Halphen. a 

L’Ouvrage se termine par la Théorie des fonctions que 
M. Hermite a appelées fonctions doublement périodiques de 3 
eae) 


o 
“<< > 


re 
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deuxteme ou de troisiéme espéce, avec applications a l’équa- 
tion de Lame et aux équations de M. Picard, et par quelques 
notions élémentaires sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent l’exemple le plus simple des fonctions fuchsiennes 
et kleinéennes de M. Poincaré. Comme pour les fonctions 
elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublement 
périodiques de deuxiéme espéce deux formes essentielles : 
décomposition en facteurs et décomposition en éléments 
simples, d’aprés M. Hermite; puis nous indiquons, pour les 
fonctions de troisiéme espéce, deux formes analogues, en 
employant l’élément simple introduit par M. Appell. 

Les principales formules sont résumées dans un Tableau 
placé a la fin du Volume. Sauf dans l’exposé de la transfor- 
mation de Landen, nous n’avons pas donné de Tables nume- 
riques, car, dans la plupart des cas, les séries définissant les 
fonctions a calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers termes suffisent dans les applications. On trouvera 
des exemples de calculs numeriques a la fin du Calcul inté- 
gral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Hoiiel. 

Nous espérons qu’aprés avoir étudié cet Ouvrage, le lecteur 
pourra se servir des fonctions elliptiques comme des fonc- 
tions trigonometriques. Nous avons choisi des applications 
aussi variées que possible : on en trouve d’autres, d’une 
grande élégance, dans le Traité de M. Greenhill. Quant aux 
développements théoriques, nous pensonsavoir mis le lecteur 
a méme de lire les grands Traités de Briot et Bouquet, d’Hal- 


_ phen, de MM. Tannery et Molk, et de se servir utilement des 


feuilles de M. Schwarz. 


Paris, 27 seplembre 1896. 
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La théorie des fonctions méromorphes doublement perio- 
diques, appelées aussi fonctions elliptiques, est illustration la 
plus simple et la plus complete de la théorie moderne des fonc- 
tions. En outre, les fonctions elliptiques interviennent dans la 
solution d’un grand nombre de problémes de géométrie et de 
mécanique. 

De la, le double intérét analytique et pratique quis’attache 
a ses fonctions. 

D’abord, du point de vue analytique, la théorie des fonc- 
tions elliptiques généralise la théorie élémentaire des fonc- 
tions rationnelles et des fonctions trigonométriques qui sont 
des cas particuliers limites des fonctions doublement pério- 

diques, cas particuliers dans lesquels les deux périodes ou 
une seule des deux périodes deviennent infinies. 

La périodicité du sinus et de la cotangente se manifeste 
par la décomposition en facteurs ou en éléments simples 


T tS I I I 
(1) — col— = =:+>/( +1); 
) 6) $(3) z Z—nw no) 
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de méme celle des fonctions doublement périodiques résulte 
des formules suivantes qui définissent ces fonctions dans la 
notation de Weierstrass : 


s 1 2? 


sees > e 3 er @+an'w'” 2\n oO n'w')? , 
Sle s j ie 
1G) no + 1! oy! 12! oy 


la combinaison 


étant exceptée, w et w’ étant les périodes 


gD eee Ae I 5 I " G 

g(z) 8 Fy By s—no—n'o!  nwotun'w' (no + n'o)')? 4 
d o'(z) 

2 (4) =— — 

ae oe ds (3) 


See > I I 
22 (4—no + 7n'o!')? (ro + n'a)?” 


Toute la théorie est dominée par cette analogie. Les 
diverses expressions des fonctions elliptiques résultent de ces 
vues générales, soit dans la notation de Weierstrass, soit dans 
celle de Jacobi: viennent ensuite les formules dites. d’inver- 
sion, généralisant la formule élémentaire 


(3) 


qui donne s = sinz et se rapportant aux cas ou le radical, au 
lieu de porter sur 1—s*, porte sur un polynome du troisiéme 
ou du quatriéme degré. 

Mais, ici, se présente une différence profonde entre le cas 
des fonctions circulaires et celui des fonctions elliptiques : 
s'il est facile de prouver que la fonction s(z) définie par (3) 
est une fonction entiére périodique, il est notablement plus 
complique d’établir que la fonction w= p(s) définie par 
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Vinversion de 


| 


a 


du : 
82, £3 réels ou complexes ) 
o. Vib oye, us 


— Oe 


est une fonction méromorphe doublement périodique. C’est 
le probleme de Vinversion; a diverses reprises, dans le cours 
de cette nouvelle édition, on a insisté sur |’importance de 
ce prob'éme;a la fin de l'Ouvrage une Note étendue lui a été 
consacrée. 

Parmi les autres additions de l’édition actuelle signalons 
d’abord une étude sur les polygones de Poncelet, avec dis- 
cussion des différents cas topologiques de figures. De plus, 
on a repris a nouveau la théorie dela surface des ondes; cette 
surface constituel’exemple le plus simple des surfaces hy perel- 
liptiques de rang 2, remarque qui est l’origine de la discus- 
sion nouvelle. 

De méme, ona transformé completementl’ancien Chapitre 
sur les fonctions modulaires; on s’est propose d’étudier les 
fonctions J(z) et k?(7) dans leurs domaines fondamentaux 
respectifs, sans s’appuyer sur les propriéteés de l’intégrale de 
Cauchy (de maniére a maintenir le point de vue de la pre- 
miére édition) et sans invoquer le secours des équations diffé- 
rentielles linéaires. 

La théorie des fonctions modulaires est apparentée a celles 
de la transformation et de la multiplication complexe; en 
elles se rejoignent quelques-uns des plus beaux Chapitres de 
PArithmétique, de lAlgébre, de l’Analyse. Ici, il ne pouvait 
étre question d’en esquisser étude; le lecteur qui voudrait 
Ventreprendre trouvera un exposé, d’un relief saisissant, 
dans le magistral Ouvrage de M. L. Bianchi : Leziont sulla 


teoria delle funzioni di variabile complessa e delle fun- 
gtont ellitiche. 


Enfin, parmi les nouvelles Notes quiterminent cette seconde 


, 
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edition, je signalerai la Note III; elle établit d’une maniére 
synthétique et rapide que les développements (1) et (2) satis- 
font a des équations différentielles telles que 


ou 


Telle est la nouvelle édition qui, reproduisant la premiére 
rédaction que nous avions faite, Lacour et moi, s’est enrichie 
d’applications et de théories nouvelles. Je tiens, en terminant, 
a exprimer tous mes remerciments a M. Garnier, l’éminent 
professeur de l'Université de Poitiers, 4 quisont dus presque 
tous les perfectionnements que présente la publication ac- 


tuelle. 
Paris, 17 juillet 1929. 
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CHAPITRE I. 


NOTIONS PRELUMINAIRES. 


I, — GENERALITES SUR LES FONCTIONS UNIFORMES. 


~ 
b* 


‘1. Séries entiéres. Fonction holomorphe en un point. Zéros. 


Soit w= a+ yi (x et y nombres réels; i= \/—1) une variable 

complexe; suivant, l’usage, nous représenterons cette variable par 

un point appartenant a un plan (w), et admettant x et y comme 

coordonnées par rapport a deux axes rectangulaires tracés dans ce 

plan. Désignons encore par @ une yaleur fixe queleonque attribuée 
~ au, et considérons la série de puissances 


o0 Be pee ah ies -en(u—a)yr+., 


oe ‘ow les c, sont des quantités choisies d’une eau quelconque, mais 
25 tele cependant que la série (1) converge pour une valeur wy de u 


¥ 


- différente de a... ; - . 

: ~ Dans ces conditions, on démontre que la série (1) converge 
“st ‘ement pour tous les points wv situés a Vintérieur du cercle Co, 
c -orit dans le plan (uw), de a comme centre, et passant par le 
point Uy: la série (1) représente donc en tous les points intérieurs 
a Cy une fone f(t), susceptible d'une seule valeur, et bien 
rminée. : . | 


' . 
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On démontre encore que cette fonction f(w) est continue a 
Vintérieur de tout cercle concentrique a Cy, et de rayon plus petit, 
en particulier, lorsque u tend vers a, /(u) tend vers la 
valeur cy) —=/(a). Enfin, on démontre que la série formée par les 
dérivées d’ordre p des termes respectifs de (1) est convergente a 
Vintérieur de Cy et y représente la dérivée d’ordre p de f(u); 
en particulier, on a done 


S s 
Cle NC), [.2¢,= f' (a), seey Pe2,.. Ney = f'\" (a), ee 


ce qui permet d’écrire la série (1) sous la forme 


i 


\ ; Ub ——"h (u—a)r 
GQ') f(uy=f(a)+ SRL ee I ae 5k 


TLD Maes 2 

En définitive, la série (1) n’est done pas autre chose que le. 
développement en série de Taylor d’une fonction f(uw) dans le 
domaine du point u—4a; et toutes les fois qu’une fonction f(u) 
pourra étre développée sous la forme précédente au voisinage 
dun point @, on dira que la fonction est réguliére ou holomorphe 
au point a, et que le point a est ‘un point régulier pour la 


fonction f( wu). 


Zeros. — Soit.f(w) une fonction holomorphe pour vu =a; si 
J(a) est nul, on dit que @ est un zéro de la fonction f(u); et, 
si f'(a@) n’est pas nul, le zéro est simple. Si un certain nombre de . 
dérivées f'(a), f(a), ... sont nulles, f(a) étant la premiére — 
dérivée non nulle, le zéro u=a est dit d’ordre n. Le dévelop- 
pement (1/) peut alors s’écrire_ 


(2) ia US (GaSe 


le facteur pu) désignant une série entiére en u — a, quine s’ an- 
nule pas pour w =a. En vertu de la continuité de la fonction ral ule 
pour uw =a, on pourra donc décrire de a comme centre un cercle — = 
de rayon non nul a Vintérieur duquel g(wu) prendra des valeurs — 
arbitrairement voisines de g(a), et, par suite, non nulles. len. ¥ 
résulte que, du zéro wu = a de /(u) comme centre, on peut décrire 
un cercle de rayon non nul a V’intérieur duquel /(w) ne possede 
aucun autre zero que a lui-méme : c’est cette ‘propriété quwon — si 


exprime en disant que ice zéros d’une fonction Fu): sa des 
points tsolés. 
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2. Fonction entiére. Cercle de convergence d’une série de 
Taylor. — Imaginons maintenant qu’on fasse varier w hors de Cy; 
@ priort, deux cas seulement sont possibles : 


a. Ou bien la série (1), ou (1'), est convergente quel que 
soit uw; s'il en est ainsi, la fonction f(w) sera dite entiére; une 
fonction entiére est donc holomorphe pour tout point z a distance 
finie. ‘Tel est le cas pour les. fonctions classiques e, sinw, cosu 
shu, chu; 

6. Ou. bien il existe des valeurs de w pour lesquelles (1) nest 
plus convergente. Dans ce cas, on démontre qu'il existe un 
cercle T, de centre u =a, de rayon au moins égal a celui de (is 
appelé le cercle de convergence de la série; il jouit de la pro- 
priété suivante : Pour tous les points intérieurs a I, la série con- 
verge; pour tous les points extérieurs AT, la série diverge; pour 
les points appartenant a la circonférence de [, la série peut, 
suivant les cas, converger ou diverger. Le rayon de I est le rayon 
de convergence de la série. 


3. Fonction uniforme. — Ceci posé, admettons d’abord qu'il 
existe un point a, de [ pour lequel la série f( uw) converge ainsi 
que toutes ses dérivées successives; si la série 


(uw —a,)n 


(ES I Nts acim St f'(a)+.. te rcapammcee Re Wl weet 
aun rayon de convergence plus grand que zéro, on montre que 
dans la région*commune aux deux cercles de convergence, f(w) 

et f,(w) ont laméme somme; /,(w) constitue ainsi le développe- 
ment en série de Taylor de la fonction f( 7) autour du point 
régulier uw = a,; et il est clair que le nouveau développement f;(w) 
Beermetira de calculer la fonction flu) Baa des: points w exté- 
-rieurs aT. 

On congoit donc que dans ce cas. il soit possible d’étendre de 
» proche en proche le domaine du plan w ou l’on connaissait pri- 
-mitivement la fonction; ce prolongement du domaine initial’ 


-affecte la: forme d’une abside IECOCRLER Un Tiare ste Up tacay GU 
ma. #2, . ‘ * <4 i . 
_ peut dailleurs se couper elle-méme. I] peut done arriver qu'un 


- méme point w' appartienne a deux cercles I’; distincts, non consé- 
——s eutifs; sila fonction f(w) calculée a partir de u = a jusqu’au= uw’ 
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en suivant successivement les deux chainons aboutissant aux deux 

- cercles [; prend chaque fois la méme valeur, on dit que la fone- 
tion f(w) est uniforme. Toutes les fonctions dont nous aurons a 
nous occuper ici seront des fonctions uniformes dans tout le plan; 
nous n’insisterons done pas sur le cas ou la fonction n’est pas. 
uniforme, nous bornant a rappeler que les fonctions élémen- 


taires \/u, Logu, arc tangu constituent autant d’exemples de fone- 


tions non uniformes. 


4. Points singuliers. Poles. Résidus. Points singuliers essen- 
tiels, — Revenons au cercle de convergence I de la série (1). On 
démontre encore que sur I il existe nécessairement un point au 
‘moins, soit w,, qui n’est pas régulier. Un tel point est dit singu- 
lier, et Vénoncé qui précéde équivaut évidemment a celut-ci : 

Le rayon de convergence de la série (1) est égal a la distance 
du point a au point singulier le plus voisin de a. C’est un point 
singulier ‘solé quand on peut décrire de ce point comme centre 
un cercle assez petit pour que la fonction nait pas d’autre point 
singulier dans ce cercle. 

Pour ne pas compliquer la notation, nous désignerons mainte- 
nant par @ un point singulier isolé, 


Poles. — Un point singulier a est un péle quand la fonction’ 
devient in finte en ce point a la facon dune fraction rationnelle. 
Pour préciser, le point @ est un pole, quand la fonction f/(w) 
devient infinie en ce point et qu'il existe une fraction rationnelle 


a 
F cs Ags me Aa 
aoa Agbeyaetens « Yvirnetage cai se (ieee : fk: 
telle que la difference neg sg 
; | f(u)—9(u) SGA 


soit holomorphe au point @ (les lettres A, Ay, ..., Aga désignent 
des constantes). La fracuon rationnelle 9(w) s’appelle la partie 
principale de la fonction f(z) relative au pdle a; le coefficient AU 


I 
de 
u— 


= est le résidu relatif ace es : Pentier « est l’ordre ou ea 


u=a.Ona ice dans un certain cercle Y dé centre @, 


J(u) = 9(u) + g(u), 


i 
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g(w) étant une fonction holomorphe au point a; et cette relation 
montre qu’a lintérieur de y f(w) est holomorphe pour tout 
point « distinct de a; en particulier, dans y, f(w) ne posséde 
aucun autre pole que w= a, ce que nous exprimerons encore en 
disant que les péles d’une fonction méromorphe sont des points 
tsolés. Revenons a la relation précédente; nous pouvons I écrire, 
en réduisant le second membre au méme dénominateur (u“— @)*, 


G(u) 
A (u—a)®’ 


G ‘u) étant une fonction holomorphe au point a, différente de zéro 
I I ? 
pouru=da. ; 
Nous dirons aussi que le point @ est un infint dordre 4. de la 


fonction. 


Points singuliers essenticls. — Quand un point singulier a 
.d@une fonction uniforme f(1) n’est pas isolé, ou qu’étant isolé il 
“mest pas un pole, on dit qu’il est un point singulier essentiel. 

Par exemple, @ est un point essentiel si /(w) admet une infinité 
de zéros dans le voisinage de @: car, sia était un point régulier 
ou un pole d’ordre , én =(u—a)*f(u) [aveca=o ou > o| 
serait continue pour ua (n° 1); en vertu de cette continuilé, 
a serait un zéro de G(w) et devrait étre isolé (n° 1). 

Nous ne nous occupons dans Ja suite que de fonctions dont les 
seuls points singuliers 4 distance finie sont des poles. Ces fonc- 
tions sont dites méromorphes dans tout le plan, ou, plus simple- 
ment, méromorphes. 


5. Remarque sur les zéros et les poles. — Si le point a est un 
zévo d’ordre n de la fonction f(u), il est un pdle simple de ré- 
sidu n dans la dérivée ane eee ral wt), en effet, on a alors, 


f(u)?’ 


ae dans le yoisinage deu=a, 
ee Be f(u) =(u—a)rg(u), 
~ puis en preanl les logarithmes et les es, 


(phe St Mion te) | 
% k Sf(u) ese SS gu)’ 
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série 9’ (u) par la série g(u), le quotient élant encore une série. 


: on 8 
g(u) Es 


de puissances positives; ainsi le rapport est une fonc- 


g(u) | 
i tion holomorphe au point @; donc ce point est un pdle simple de 
résidutvede ne -! a 
Flu) . beat 


De méme, si le point w=a est-un pole d’ ordre a de f(u), 3 


il est un pole simple de résidu —a. de eat En effet, ee cette ar 
hypothése, on a, au voisinage de a, 2: | 


: 
aA, Hs : y * 
i | 


G 
ite SS 


| | £4) ae Ou) eo 
i : Les G(u)? 2. 
: G'(w) 

u=a; Guy 

Lens ena et le théoréme est démontré, 


~ comme G(w)n ne s’annule pas pour est une e fon 


petit. ta nage fawe est ie “holomorphic au ee 


4. 
Ae 


quand ig i est helomorphe au pointe ul = 0: : om a alors, 


valeurs les petites de wv’, ei ane 


vs ray bk hes Me Tarte oe aera 
> x St Lr ne Oats au + aU ; 


ine 


- et par suite, pour des valeurs trés grand 
A eat 7 Lad i Ss ae “ eo ma 


OMNES es Ne TR) ees aint a (=) + 
te, ee, -_ eit) Uy) re 
De Oe ; GS Pixp Vw Z : ite 


vt " a 


. Lorsque ti ee est a ainsi holomorphea a 
“est un eae, ordre. n euch rae ae veep aa 


a seine ‘infin est un sae ou un) 
Bes (w) quand le point bs 0 Pee 


Dk i2)* Supposons q ee | itu 
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pour de petites valeurs de u! 


I Noe Ay A 4 be 
Fis) Se oe te MF YF aut... 
u we u* u ers 


c’est-a-dire, pour de grandes valeurs de wu, 


I I \2 
Sf (i) = Ag-1U%+s. + Ayu?+ Au+ ag+ a, — +a(<) Sar 
: u 


La partie 
o(u)= Ag jat45:. =F Ayu? Au, 


qui devient infinite au pole w=, estla partie eee relative a 
ce pole; « est Vordre du pole. 


7 


7. Théoréme fondamental sur les fonctions entiéres. — Nous 
admettrons encore la proposition suivante, due a Liouville, et 
dont on trouvera une démonstration a la Note [, a la fin de 
POuvrage : 


Toute fonction entiére f(u) dont le module reste, quel que 
soit u, inférieur & un-nombre fixe, se rédutt nécessairement a 
une constante. 


Cette proposition jouera dans la suite un role fondamental. 
- Dans les deux paragraphes suivants, nous allons traiter comme 
exemples les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomé- 

Ms triques. 
Boe . ne fl, = Foncrions RATIONNELLES. 
el geo ve tite i ; 
ie 8. Objet du paragraphe. — Le lecteur connait assurément les 
propriétés des fonctions rationnelles : décomposition en fractions 
simples, utilité de cette décomposition pour lintégration et méme — 
ja différentiation, décomposition en un quotient de’ deux produits 
facteurs linéaires. » 
Nous. reprendrons briévement cette théorie, en suivant une 


che: analogue a ome He nous ee poe ou pour 


» . 


af 


ss en eae ee puis Sots une forme Sab bLauts 
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a celle dune fraction rationnelle décomposée en un quotient de 


deux produits de facteurs linéaires. 


9, Fonction rationnelle particuliére. — La fonction 


“Uu 


(3) flu) = 


(u—1)(u—2) 


est holomorphe & distance finie en tous les points autres que U=T, + 
uw == 2. Ces deux points sont des poles du premier ordre. La partie 


principale relative au pole w= 1 est 


o,(u)=— ; 
pitt} ary: 


o1(U) 
est holomorphe au point w—1. Le résidu relatif au pole oa 


en effet, on vérifie immédiatement que la différence f (1) 


est —1. De méme la partie principale relative au pole u = 2 est 


2, 


? 
t= 


avec le résidu 2. Au point 2 la fonction est holomorphe, car 


I uw 
fo) =a 


est holomorphe au point u'=o. On voit que u’ = 0, c’est-a-dire 
uU==%, est un zéro simple. La fonction f(w) a donc deux pdles 
simples u=1, w= 2 et deux zéros simples u = 0, u = % : on dit | 
qu'elle est @ordre 2. On peut remarquer que l’équation 

¢ f(uy=C ; : 
a deux racines quelle que soit la constante C. , 

Comme les fonctions 0,(u) et ¢2(u) sont helomorphes partout 
a distance finie et infinie, excepté aux poles respectifs 1 et 2, la ~ 
différence 5 


Su) 91(4) = go(u) ZA ’ 


est holomorphe partout a distance finie et infinie, y compris les 
poles 1 et 2, d’aprés la définition des parties principales 9, et 99. 
‘Cette différence est done une constante et, comme elle s’annule a 
Vinfini, puisque chacune des fonctions /, 9,, go s’y annule, elle 


hed 
a 


NOTIONS PRELIMINAIRES. 9 
est égale a zero. On a donc 
J(u) = e1(%) + F2(%), 


formule que: donnerait immédiatement la décomposition de la 


fraction rationnelle en fractions simples. 


10. Cas général. Poles et zéros. Ordre. — Une fonction ration- 
nelle 
: aAju™+ayunrt+...+a4, P(u 
(4) flee ea SS 
bjut+ burt t+...+ by Q(u) 


ot P et Q sont deux polynomes de degrés m et 7, est une fonction 
qui, a distance finie et infinie, n’a d’autres points singuliers que 
des poles. A distance finie, elle a comme’ pdles les racines de 
Q(w)—=o : le nombre des poles 4 distance finie, en comptant 
chacun d’eux avec son degré de multiplicité, est done n. 


1° Sim >n, le point c est un pole d’ordre mn —n. Le nombre 
total des poles a distance finie et infinie est donc 


n+(m—n)=m. 


fl y a aussi m zéros qui sont les racines de P(w) = 0. La fraction 
a done m poles et m zéros : on dit qu’elle est d’ordre m. L’équation 
f(w)=CGam racines quel que soit C. 

2° Sin >m, le point oo est. un zéro d’ordre n—_m. La fraction 
a alors n poles et un nombre égal de zéros, car il y en am a 
distance finie [les racines de P (w)| et n —m réunis a Vinfini. La 
fraction est d’ordre n; ’équation f(u) = C a toujours n racines. 

3° Sim=n, le point 9 n’est ni un pole ni un zéro; il y a en- 
core autant de zéros que d’infinis : la fraction est d’ordre m =n. 


_En résumé, une fonction rationnelle f(w) a toujours dans tout le 
plan, l’infini compris, autant de pdles que de z¢ros; le nombre des 
poles-ou des zéros est l’ordre de la fonction : Véquation f(u) = CG 


-a, quel que soit C, un nombre de racines égal a l’ordre. 


41. Formes analytiques principales des fonctions rationnelles. 


-— On peut mettre une fonction rationnelle sous deux formes dif- 
férentes suivant que l’on veut mettre en éyidence les pdles et les 
__- parties principales, ou les péles et les zéros. 
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1° Premiere forme mettant en évidence les pédles et les par- 
ties principales correspondantes. Décomposition en fractions 


simples. — Appelons a,.b, ..., ¢ les poles a distance finie res- 
pectivement d’ordre a, %, ..., A et 
oe AiiJ > aie Pai aN A 
o,(u) = ——~——_,+... 
eg CLP ee (u—a,?* othe 
Bg - B, B 
Go(u) = : sree 
a (wu — b)P (u—6b)? u—b 


les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 
généralité, que le point 2 soit un pole, ce qui arrive si m > 7; et 
soit 

w(w) = Myus+...+ M,u?+ M,u (s=m—n) 


la partie principale relative a ce pole. 
Chacune de ces parties princ ipales est holomorphe partout, 
excepté au pole correspondant. La différence 


(5) ; f(u)—91(%) — 92(u) —...— wu) 


est donc holomorphe partout a distance finie et infinie. En 
effet, au pdle a, la différence /(w) — 2,(w) est holomorphe et les 
fonctions 9, ..., w le sont. I] en est de méme aux pdles b, ..., d. 

A Vinfini, la différence f/(w)—«w(w) est holomorphe et les 
fonctions 9,, 92, +.. le sont aussi. Donec la différence (5), holo- 
morphe partout, est une constante M,, et ona 


y 


f(u)= Mo @(u).+ 01(u) + o9(u)+..., 


(6) f(w) = Mo+ Miu +.. + Mus eee fe « ~ | 


(u— a)% u—a 


la somme & étant étendue a tous les poles a distance finite. _ * 


On retrouve ainsi la formule élémentaire de décomposition des 
fonctions rationnelles en fractions simples : elle met en évidence— 
les poles et les parties principales correspondantes, et elle donne 


immédiatement lintégrale d’une fonction rationnelle. 
On peut écrire 


sumer S [Ae ee 


((u—a)@ u—a 


ee es |; 


la somme © étant étendue a tous les poles a distance finie et 


Sea 
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ears et ; ‘ Dale > fen reat is I 
infinie, si l'on convient que, pour un pole a rejeté a Vinfini, wing 


doive étre remplacé par wu, ou en abrégé que 


{ 
3 har quand a=. 
u 
* . . . 
On remarquera que Von peut prendre arbitrairement les parties 
principales relatives 4 tous les pdles, propriété qui ne subsiste pas 
pour les fonctions elliptiques. 


2° Deuxiéme forme mettant en: évidence les zéros et les 
infinis. — La deuxiéme forme qu’on peut donner a une fonction 
rationnelle met en évidence ses séros et ses infinis. Il suffit pour 
cela de décomposer les polynomes P et Q, qui forment le numé- 
rateur et le dénominateur de la fraction, en facteurs du premier 
degré, et ’on aura 
(7) Plat) =e 


Cie 2a) (QE ee Nb Cele ip) 
? 
(w— 81) (u — Bg)...(u — Bn) 


expression oti certains facteurs peuvent étre égaux, soit au numé- 
rateur, soit au dénominateur. 

3° Passage de la premiére forme a la seconde. — Soit f(w) la 
fonction rationnelle considérée ayant pour Zéros 4), 42, +++> %my 
et pour poles 8,, B2, ..-, Bir 


4 ‘(u) : "i 3 
La fonction 1 est aussi une fonction rationnelle ayant pour 


Fu) 


poles simples les zéros et les infinis de f(w) (n° 5), les .zéros 
. e At i 4 Jabs 
simplés avec le résidu +-1 et les péles simples avec le résidu —1. 


: Vt Fe ee at 
En mettant alors FA Meira la premiére forme (décomposition 


J(%) 
en fractions simples), on a 
flu) Me 1 I eel 
y(t) U—-%4y  U-a eis epee 
le ete ja 1 
egy aa ei Oem ae oad Te he 


Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on retrouve 
 Yexpression (7). 


42. Remarque. — Nous venons de yoir qu'une fonction ration- 
nelle n’a d’autres points singuliers que des poles a distance 
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finie et infinie. La réciproque est vraie. Une fonction uniforme 
nayant d'autres singularités a distance finie ou infinie que 
des péles est une fonction rationnelle. Nous nous bornerons a 
rappeler ce théoréme, qui est une conséquence du théoréme fon- 
damental du n° 7, et dont nous n’aurons pas 4 nous,seryir. 


13. Relation algébrique entre dsux fonctions rationnelles. 
Théoréme d’addition algébrique. — Soient /(w) el g(w) deux 
fonctions rationnelles; entre les équations 


apices NCUA). a ON 


éliminons la variable w; le résultat de cette élimination sera une 


équation de la forme 
Eeryii== 0. 


ot F est un polynome par rapport a x et y. Par définition, toute 
courbe algébrique, dont l’équation F(a, y) = 0 peut s’obtenir par 
une élimination telle que la précédente, est dite unicursale (ou 
rationnelle ); ses coordonnées peuvent s’exprimer par des fractions 
rationnelles dun paramétre auxiliaire uw. Soit n le plus grand des 
ordres des deux fonctions rationnelles / et ¢; on démontre que la 


courbe est de degré n et’ qu'elle possede M01" 2) points 


doubles (distincts ou infiniment voisins). D’une facon générale, 
soit d le nombre des points doubles d’ une courbe algébrique plane 


de degré n; la différence 


(nm —1)(n — 2) 
2 


—d, 


qui ne peut étre négative, s’appelle le genre de la courbe; les 
courbes unicursales ont done un genre nul (c’est-a-dire le 
maximum du nombre de points doubles compatible avec leur 
degré). Inversement, on démontre que toute. courbe de genre zéro 
est unicursale. (Cf. Appexy et Goursar, Théorie des Fonctions 
algébriques et de leurs intégrales, Paris, 1893, p- 284.) 

Enfin, entre les équations (hee rationnelle ) 


e=f(u), yoflr), za f(u+), 
éliminons w et ¢; le résultat sera une équation de la forme 


P(z, 7, z) = 0; 


© 
Fe 
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ott P est un polynome par-rapport a a, y, 3; c’est dire que quels 
que soient wu et ¢ on aura identiquement 


P[f(u), fl), f(u+e)|= 


En d’autres termes, /(uw +) est une fonction algébrique 
de f(w) et f(v), ce qu’on exprime en disant que toute fonction 
rationnelle f(u) admet un théoréme d’addition algébrique. 


Ill. — FoNncTIONS TRIGONOMETRIQUES. 


14. Objet du paragraphe. — Nous allons présenter les points 
fondamentaux de la théorie des fonctions trigonométriques, en 
suivant une vole identique a celle que nous adopterons dans le 
Chapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 


AS. Fonction sin wv; sa définition par un produit infini. Fonctions 
cotu Ste ; leurs expressions par des séries. Périodicité de ces 


eer —_— La fonction Sinw est une fonction enticre ; en d’autres 
termes (n° 2), c’est une fonction holomorphe en tous les points a 
distance finie. Elle s’annule aux ee 


U = 0, Serie cb Ons 
C'est ce que met en évidence la formule suivante que nous 


supposons connue et que nous considérons comme servant de 
définition @ sinu : 


: ' re wl 
(8) sinu = uf | 1— — Je”™,. 
. mr 


le produit II’ étant étendu a toutes les valeurs de l’entier m de 
—o a +o, la valeur m=o exceptée. [On trouvera dans la 


Note III, a la fin de ’Ouvrage, la démonstratron de Videntité de la 


fonction représentée par (8) avec la fonction sinw définie en tri- 


uw 


gonométrie.] Grace ala présence du facteur e””, le produit Hl’ est 


’ absolument convergent. Cette fonction sinw est impaire, comme 
on le voit sur le produit (8). En effet, comme m prend toutes 
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les valeurs de —oo a +a, on peut le changer de signe et écrire 


Ww 
sinu = fC Cua, 
mr ™ 


Changeant ensuite wv en — uw, on voit, en comparant a (8), que 
sin(— uw) est égal a — sinw. 
Le point 9 est un point singulier essentiel de sinw : en effet, si 


) ae | . . . . 
Von fait w= —, on voit que, dans une aire aussi petite qu’on le 
u 
b ; 3 reine hee tee 
veut entourant le point wu’ = 0, la fonction sin mr admet une infinité 


; I 
de zéros uw’ = aa D'aprés ce que nous avons yu (n° A). le pe 


u' =o est donc un point singulier essentiel. 


Fonction cotu. — La fonction cotu se déduit de sinuw, par la 
formule 
t a J i 
colu = =— LOY sin u 
Gini: = 


D’aprés la formule (8), on a done pour cotw la série 
I pel 1, 1 I 
cot u = —-+( age ie Sloe ae ain eres 
*U elt sa IE. Toy * Li — ADT 27 
I I I 1 
+(—— — -)+( —— — —)-+... 
\ 4b + wT 2 oo oo 27 
ou, sous forme condensée, 
i : I I ; ' 
(9) cotu=- +) se ), 
, u u— INF mT 


la somme »’ étant étendue a toutes les valeurs de l’entier m 


de —a a +o, la valeur zéro exceptée. La fonction cotwu. est . 


aussi impaire. Le développement (g) montre qu’elle a pour péles 
simples tous les points 0, +7, +an,..., le résidu relatif a 
chacun de ces poles étant 1. Par exemple, le point w= = est un 
pole, et la différence 


. cot u— 
tite 


est holomorphe au point uw = 7. La formule (g) met done en évi- - 


dence les pdles et les parties principales correspondantes de la fonc- 
tion. Le point u=c est un point singulier essentiel pour cotw 


comme pour sini. 
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t 


- — La fonction 


A I 
Fonction — 
Sind ‘ 


I ad I : I 
—— =—-—ctu=— +) —* _ 
sin? u du U2 ad (UL — MT)? 


est paire. Elle a pour poles doubles tous les points 0, 22/7)" 

on, ...; la partie principale. relative au pole u=mz 
I 

est ———_—___. 

(4— mn)? 

Périodicité. — Des formules précédentes on peut déduire 


facilement la périodicité des fonctions circulaires. Tout d’abord 


2 [ ’ a ae. 
le développement de stu montre immédiatement que cette 


fonction ne change pas quand on ajoute za uw, car cela ne fait 
que déplacer les termes du second membre. 


On déduit de la : 
sin(u +7) =<sinu {ig Sn) 


Pour déterminer <, faisons u = — 3 nous aurons 


“ee ; 219 
sin- =>esin{(—-— }» 
2 2 


et comme la fonction sinu est ¢mpaire, on aura 


aoe : 
e=—1; 


d’ou la formule 
(10) sin(u +7) =— sin u, 


- et par suite 


sin(w+ 27) =sinu. 


La fonction sinuw admet donc la période de 27. 
Enfin, par différentiation de (10), on obtient 


cot(u+7)=cotu, 
ce qui montre que la fonction cotu admet la période x. 


Développements en séries de puissances. — Pour calculer les 
premiers termes du développement de cotu en série de puissances 
dans le voisinage de uw = 0, on peut employer la méthode suivante, 
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analogue a cellé qui nous servira pour les fonctions de Weier- 


strass. On a, pour wu inférieur a mz (en valeur absolue), 


1 I u u2 


u— mn Mim me? %* m3 x3 


portant cette série dans le développement de cotu et ordonnant 
par rapport aux puissances dew, on a une série de la forme 
u us uw? 


eM EE” ark ees aac 


I 
colu= — — $s; — 
u 72 a 7iktee fi 


oti ’on a posé 


t , v 
I op [ th Me gt 
les sommes . Bais Coen . —»,... sont évidemment nulles, 
™ amen 78 me? 


car m prend des valeurs deux a deux égales et de signes con- 
traires. D’ailleurs. il est facile d’établir la légitimité de la transfor- 
mation précédente. . 

Or, on peut obtenir le développement de sinw en série entiére 
en intégrant le dernier développement de cotw, ce qui donne 


; s 
Log sinu = Log A — Log u — 
5 aS > ; 


sinu =Awe : 


us Pies et ; ; sinu 
A désignant une constante d’intégration. Comme — tend yers 1 
u Ri 


quand w tend vers zéro, on a A = 1. Développant alors ’exponen- 
-tielle en série, on obtient une série entiére donnant sinu. En 


identifiant le développement ainsi obtenu avec la série connue 


F - us oe mw 
sin uw — —— Se ee : 
pst} Teo uA . = 


on obtient. les valeurs des sommes s,, sy, 53, .... On trouve ainsi 


zc 276 . 


Ces sommes sont bien connues : on les trouvera par exempleyaoas 
dans le Traité de Calcul différentiel de J. Bertrand (p. 421): 


. ' 
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pour vérifier ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que 


n= oo 


‘ ‘ \! I 
Sy = ee : ? 
hed 102% m2" 


panes) | 


car, dans ¥’, m varie de — oa +o, zéro exclu. 


16. Fonctions trigonométriques en général. — D’une mani¢re 
générale, on peut appeler fonction trigonométrique une fonction 
(uw) rationnelle en cotw, car le sinus et-le cosinus d’un are s’ex- 
priment rationnellement en fonction de la cotangente de arc 
moitié que Yon peut toujours désigner par wu. Une fonction trigo- 
nométrique, ainsi définie, est uniforme; elle est’ méromorphe 
(n® 4); elle ne change pas quand on ajoute a w un multiple quel-_ 
conque positif ou négatif de x: c'est ce que lon exprime en 
disant que la fonction admet la période primitive x, ses autres 
périodes + on, 3x, ... étant des multiples de la période pri- 
mitive 2 

On peut mettre une fonction Lrigonométrique sous deux formes 
remarquables. L’une est analogue a la formule de décomposition 
des fonctions rationnelles en fractions simples; cette décomposi- 
tiona pour éléments la fonction cot (wu — ~) et ses dérivées; c’est ce 
que lon pourra voir dans le Cours d’ Analyse del’ Ecole Poly- 
technique (1873) de Ch. Hermite, p+ 320 (Ok ueres, t. II, p. 55), 
ou dans le Cours d’Analyse de M. E. Goursat, 3° édition, t. i, 
p- 38. L’autre forme est analogue a celle qui donne une fonction 
rationnelle sous forme du quotient de deux produits de fac- 
teurs _linéaires; V’élément qui remplace les facteurs linéaires 
est sin(w—2a). Nous ne nous arréterons pas a établir ces formules 

"qui nous sont inutiles pour la suite. . 
Si Pon observe que toute fonction trigonométrique de période x = 
est’ une fonction rationnelle de cotw, et si ’on se reporte au n° 13, 
on obtiendra aussitot les deux résultats suivants que nous nous 
eapecatons d’ énoncer : 


Bee cians ape iien — Entre deux fonctions trigonomé- 
BAS : ‘ { ’ 
triques be, G fol es 
Fe a Ge arm a a BOT 
7 APPELL ET LACOUR, : 2 
aut os 
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de méme période x, a lieu une relation algébrique définissant 


encore une courbe unicursale. 


Théoréme d’addition algébrique. — Une fonction trigono- 
métrique f/(w) admet un théoréme d’addition algébrique :f(u+v) 


est une fonction algébrique de f(u) et f(¢). 


Remarque sur la période des fonctions trigonométriques. — 
‘Les fonctions que nous yenons de considérer admettent la 
période =z : 

f(u+r)=f(u). 
5) est évident que, par un changement linéaire de variable, on peut 
faire en sorte qu’elles admettent une période quelconque 2. TH 
suffit de poser ¢ 


“= — fiw) =f(uy=f(22); 


, 20 


ona alors 
Si(u + 20) = fi (w'). 


SS  - 
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GENERALLTES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


1. — THEOREMES GENERAUX. 


17. Définition. — Nous avons observé (n°? 12) qu’une fonc- 
tion rationnelle, est caractérisée par la propriété d’étre une 
fonction uniforme n’ayant d’autres singularités que des poles. 

Nous avons remarqué également (n° 16) qu'une fonction trigo- 
nométrique (fonction acts de cotw ou de sinau et cos2u) 
est une fonction “méromorphe et admettant des périodes qui 
peuvent toutes étre composées par addition et soustraction avec 
une seule période primitive x. Mais ces propriétés ne caracté- 
risent pas les fonctions trigonométriques : elles appartiennent par 
exemple a e*"*” qui n’est pas une de ces fonctions. Pour achever 
de caractériser une fonction tngonométrique, il faudrait ajouter 
"cette condition qu’elle posséde un théoréme d’addition algébrique. 

Nous définirons d’une facon analogue les fonctions elliptiques 
par les propriétés suivantes, qui les caractérisent complétement : 


On appelle « fonction elliptique » une fonction méromorphe 
admettant des périodes qui peuvent toutes étre comuvosées per 
addition et soustraction avec deux périodes primitives 2 

et 20', dont le rapport o! 3 w est imagtnar C. 


La fonction admet donc les deux périodes 2 et 2w'; on dit 
quelle est doublement périodique, tandis que les fonctions trigo- 
nométriques sont simplement périodiques. Elle vérifie les relations 


(11) -. Sle 2) = Fl), Jf (u+ 20’) = f(w), 
d’ot Von conclut 
(12) ° J(U+2mw+2nw') = f(u), 


m etn désignant des entiers positifs, négatifs ou nuls, 
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; 
Nous ayons supposé que le rapport — est magtnatre; sil était 
réel, la fonetion se réduirait 4 une fonction simplement périodique 
ou a une constante. C’est la un fait dont on trouyera la démonstra- 
tion dans la Note IV et que nous admettrons pour ne pas inter- 
rompre l’exposition. . 

Les fonctions elliptiques sont ainsi définies 1m abstracto, par 
une propriété descriptive. Nous allons maintenant construtre, 
par des séries, les éléments analytiques a l'aide desquels on peut 
exjrimer sous forme finie toutes les fonctions elliptiques. Nous 
indiquerons en méme temps leurs principales propriétés, parmi 
lesquelles nous signalerons dés a présent l’existence dun théoreme 
d addition algébrique et Vexistence WV une relation algébrique 
entre deux fonctions elliptiques aux mémes pértodes. 

Une .premiére propriété, résultant immédiatement de la défini- 
tion méme, est celle-ci: La dérivée d'une fonction elliptique est 
encore une fonction elliptique. En effet, les relations (11) ayant 
lieu quel que soit w donnent par différentiation 


f'(u+ 2) =f" (x), 
Sf'(ut+2w')=f'(u). 


La dérivée f//(w) admet done les périodes 2 et 20’; elle est uni- 
forme. comme /(w) et ses seuls points singuliers 4 distance finie 
sont des poles, car si f(w) est holomorphe en un point, il en est de 
méme de J(u), et si f(w) a un podle-en un point, il en est de 
méme de f’(w). 4 

18. Parallélogrammes des périodes. — La double périodicité peut 
se représenter géométriquement comme il suit. Soit wp une quan- 
tuté quelconque (réelle ou imaginaire ); considérons dans le plan 
complexe les points représentant les quantités . 


Uy, Up t2M, Ut2W +2’, Uptaw’s  ~ 
oy! ‘ . . 
puisque — est imaginaire, ces quatre points ne peuvent appar- 
tenir a4 une méme droite; ils constituent donc les sommets d'un 


véritable parallélogramme P. 
Plus généralement, les ports 


- 


Ug, Upto, Ujpt2w+20’, .uy+ 20, 
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ot on a posé 
Uy = Ug t+ 2m +-2nw' (met xn entiers), 


sont les sommets d’un -parallélogramme P,,,, qui se déduit 
de P=Py par une certaine translation; et quand on aura fait 
yarier chacun des entiers m et n de —oa +a, les parallélo-. 
grammes obtenus id ee constitueront un réseau Ae parallélo- 
grammes, équipollents entre eux et recouvrant tout le plan. 

Si wu est un point queleonque du plan, il appartiendra done a 
Pun de ces parallélogrammes, ‘Pin par exemple (sur la figure 1, 
on a pris m'=1, n'= 2). Les points vu + 220 + 2vw!, oll ety 
sont des entiers quelconques, sont dits homologues, ou con- 


* . 


; 


Fig. } 


ou equivalents: au; ils. ‘occupent ees ies parallélo- it 


ore uray, la méme situation aes uw : dans Pana Zz Cer en 


one onnellement, 
> . ea M P ry 


ey | 


v 
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point quelconque du plan est homologue a un point et a un seul 
du parallélogramme P. Nous appellerons les parallélogrammes P,,,,, 
parallélogrammes des périodes, ou parallélogrammes élémen- 
taires; le choix de P parmi ces parallélogrammes est évidemment 
arbitraire. 

Ceci posé, nous pouvons interpréter la signification géomé- 
trique des relations (12) : elles expriment que la fonction /(w ) 
reprend la méme valeur en tous les points homologues. I suffit 
done de connaitre la fonction f(w) dans un des parallélogrammes 
pour la connaitre dans tout le plan. 


19. Théoréme fondamental.-— Une fonction elliptique a au 
moins un pole dans un parallélogramme élémentaire, sinon elle 
se réduil a une constante. En effet, sapposons qu'une fonction 


\ 
Pane 
; \ 


x Me eke - 
> aN ii & \ 
ee y - 
~ AG % a 
\ BES Lee, ‘ 
bu an : 
ee 
; Uae 


elliptique /(w) ne présente aucun pole dans un parallélogramme 
élémentaire, P, par exemple; elle sera holomorphe dans le paral- 
lélogramme et, par suite (n° 18), dans tout le plan : ce sera done 
une fonction éntiére (n° 2). 

Montrons alors que f(w) est bornée dans P; il en résultera que 
la fonction entiére f(w) sera bornée dans tout le plan, et, par 
suite, se réduira a une constante (n° 7). 

Or, si f(w) n’est pas bornée dans P, joignons les milieux des 
cotés de P de fagon a diviser P en quatre parallélogrammes 
égaux ( fig. 2); dans l'un au moins de ces parallélogrammes, f (1) 
ne sera pas bornée. Procédons sur ce dernier parallélogramme 
comme sur P, et ainsi indéfiniment; nous formerons une suite 
de parallélogrammes emboités les uns dans les autres et qui ten- 
dront vers un point a de P (ou de sa frontiére) au voisinage 
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duquel | f(w)| prendra des valeurs supérieures a tout nombre 
posiuf donné :. ce qui est absurde, puisque, au voisinage de uw, 


J(u) differe trés peu de f(a) 


On trouvera plus loi (Chap. XH, n° 231) une démonstra— 
tion directe du théoréme actuel, complétement indépendante du 
théoréme de Liouville. : 


20. Une fonction elliptique a un nombre limité de pdles dans um 
parallélogramme élémentaire. —— Ainsi, une fonction elliptique 
a au moins un pole dans un parallélogramme; nous voulons 
montrer qu’elle en a un nombre limité. En effet, supposons que, 
dans P, une fonction f(w) ait une infinité de poles; procédons 
comme tout a Vheure, et divisons le parallélogramme P er 
quatre parallélogrammes égaux; dans un de ces quatre parallélo— 
grammes au moins, il y a une infinité de poles. Divisons-le encore 
en quatre parallélogrammes égaux; dans un des nouveaux paral- 
lélogrammes au moins, il y a une infinité de poles. En conti— 
nuant ‘ainsi, on obtient une suite de parallélogrammes tendant 
vers un point @ du plan et contenant tous une infinité de poles. En 
ce point a la fonction n’est évidemment pas holomorphe : le point @ 
est donc un point singulier; mais il ne peut pas étre un pdle, car 
un pole est nécessairement isolé et nous venons de voir que, dans 
une aire aussi petite qu’on le veut autour de a, il existe une 
infintté de" poles. Ce point est donc un point singulier essentiel . 
de la fonction, ce qui est Pee se puisqu'une fonction 
elliptique, par définilion, n’a d’autres points singuliers que 


‘des poles dans un Per aflelae oT amme. 


Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limité de pdles 
dans un parallélogramme élémentaire, tout comme une fonction 
rationnelle en a un nombre limité dans tout le plan. 

Nous allons donner une premiére expression analytique des 


fonctions elliptiques mettant en évidence ces poles et leurs parties 


principales; cette expression jouera le méme role que la formule 
de décomposition des fonctions rationnelles en fractions simples.- 
Voici comment on forme la fonction qui joue dans la théorie 


des fonctions elliptiques le méme role que la fraction simple = 
—, 3 


dans la théorie des fonctions ratronnelles. 
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21. Fonctions o, ¢, p, Z, H. — Nous avons rappelé précédem- 
ment le développement en produit de sin uw 


/ \ 
; RN ses 
NVA as 4 } 1— —— }e”’™, 
é : mi 


mettant en .évidence les zéros : 0, == 7, + 2n,... de cette 


fonction. 

Par analogie, nous allons former avec Weierstrass une fonction 
holomorphe, comme le sinus, en tous les points 4 distance finie 
ct admettant comme zéros le point uw = o-et tous les points 


ee ale ‘ N - 
: = BO Se) BA IES Pere ray 
2™mw + 2nRwW rt > 
? 7.22 0, a0 ape Deere) 


homologues de Vorigine dans le réseau des parallélogrammes. 
Posons, pour abréger, « 


vw =2MNwW +I2NW’, 


et considérons la fonction définie par la formule 


3 Sy7. je raeas O mire'a (tor NANA op ors 3%.) 
wr! ee tot ele Waa eee 
Clay) su=uf] t— — je* 7" aS ha 
: Ww w= 2mw+ 2nw 
w =o exclu 


dans laquelle il faut, pour former le produit infini, ‘ttribuer a 
Ja quantité @ toutes les valeurs contenues dans Yexpression 
2mu—+2nw', a Vexception de - seule valeur o qui correspond 
am=n=o. 

Dorénavant, quand cette exception idee étre observée dans 
un produit infini ou dans une somme infinie, nous le Spel 
en faisant suivre d’un accent la caractérisuque TH ou Y du produit OS 
ou de la somme. 

- Bien entendu, pour que la définition de dw ait un sens, il faut que — 
le produit infini (13) soit absolument ‘convergent; pour l’instant, — 
nous admettrons cette propriété dont on trouvera une démons- : 
tration dans la Note IV. — : nee 

La fonction ou ainsi définie s’annule seulement aux points w=0 : 
el u= Ww = 2mw-+2nw’; elle ne devient j jamais infinie pour des — 
valeurs finies de wu’: c’est une fonction entiére de u (n° 2). On eh 
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voit. t que cette fonction a un zéro simple et un seul dans chaque 
pan parallélogramme élémentaire. Tous ces zéros sont des points By 
homologues du réseau de parallélogrammes. 


La fonction s est impaire comme un sinus 
} 


hole) =" S wu : at : 


en effet, comme m et n prennent toutes les valeurs de —awa-+oa, 
on peut, dans l’expression du produit, changer de signes m et n 
sans Aes ce produit; on a done aussi 


— 


f u ESSE Giag ee he © 
ea i (: —t)e Peat pelle / 
w lo ; ‘ 


Tae eG _ Mais alors, en ehangeant wen — uw et comparant au produit (13), 
on voit que o(——u) =— su. 
xo f su 
Ags _Enfin, il résulte de (13) que le le Ws —— tend vers 1 ce u 


“tend WEES ZErO. tap as) Rac did ae we 

De méme que Von déduit la fonetion cotu de sinw,*en prenant 
a dérivée Togarithmique, de méme nous considérerons la fone- 3 
tion ee: en- isan la dérivée logarithmique ders oe 


an Kies 'y is : P; 7 


“ot . aye, “oi! I Ue RENT ose 
0 ee re cra “am C. See 


i Pa ? ot 


a Nous 5 désignerons pour ‘abiege cette metcella fonction = Z (wu) : 


cu. ay série ay définit Ay est analogue a “celle ae lent 3 


=e Ws amo+one!, avec Te résid + i En effet, 


SENTERO UL 0 en OC Bi RO ree ea 


ee eh a 


-entiers déterminés, est holomorphe au spoian | 
sa donc. un pole simple dees 
me clémentaire. Il en est de- 
a est une -constante ; cette hg sae 
iliers les points ug" 
poles du premier ordre devine 


4 


seul dans RUS neal : 
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i 


logramme. Ainsi “= a est un pole et la diflérence ¢( «—a) — ee 


est holomorphe au pomt u =a. 
La fonction {wu est impaire comme la cotangente; on peut le 
vérifier directement ou le conclure de ce que ou étant impaire, sa 


! 


dérivée o” u est paire et le quotient Fy impalr. 


Pour étudier les propriétés de cette fonction, prenons-en la 
dérivée et appelons pu cette dérivée changée de signe: 


: @logcu I a ‘ I I 
(15>) uw = go ie eee See ES a eG hE 
J du* u2 >» (wu — ww)? 2 |? 


cette fonction étant la dérivée d’une fonction impaire est gee . 
elle a pour poles doubles les points uw == 0, U=2mMw + o2no'; la 


I 
(u—2mo—2nw')?” 
le résidu correspondant est nul. Cette fonction pu est donc 


partie principale relative al’un de ces poles est 


analogue a la fonction donnée par 
5 sin? wu 


I d* Log sinu 
sintue du? ah a+ Goa eae ne te 


La fonction p(w—a), oa est constant, a pour poles Joule 
les points @ et a+ 2 mo—+-2nw'; la partie principale relative a 
I 
(u—a@—2mw —2Nw')2 
et un seul dans chaque parallélogramme élémentaire. : 


un de ces poles est ; il y aun de ces poles 


Pértodicité de pu. — La fonction pu admet les deux 
périodes 2w et 20’. : 
En effet, si on forme la différence p(u-+20)—pu, ona 


/ 7 
I I I I ; fe 
PLU +20) = pDu= ——_—  — — + 
eed (u + 2)? us u+ 2wW — Ww) u— w)? ay 
> ) 


I iy 4 
=) m—ijha—2ne' PF  (u—2maH—2rw')Y? 


ott la dermiére somme est étendue a toutes les valeurs de m et n 
sans exception. Cette derniére somme est évidemment nulle, carcs 
en considérant les termes qui correspondent a une méme valeur 
de nr, on voit quwils se détruisent deux a deux. On a done 


(16) plu+2ej=pu; . , ’ ; one 
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x 


de méme, on trouverait 
(16') p(u+20')=pu, 
Effet de Vaddition des périodes a Vargument de Gu. — 


Intégrons ces deux derniéres relations en nous rappelant que Vinté- 
sh 


L 
erale de pu est oo ou — Cu; nous aurons 


OF 


) C(u+20) =lu+ 27, 
(17 
2 Clu +20’) =Cu+ 27’, 

ott q et 4’ désignent deux constantes introduites par l’intégration. 
En faisant dans ces relations «w = — w, puis 1 —=— w’, ona 


Co =(—w)+an, Col= C(—w')+ 27/, 
dou il résulte, puisque ¢ est impaire, 
(18) glo, 4/'= Sw’; 


ces constantes 4 et 7/ sont ainsi exprimées par des séries conver- 
gentes. 


Notation de Jacobi et d’Hermite. — Dans la notation 


t 


é ; ) : oc a x n 
de Weierstrass, c’est cette fonction = ou { qui joue le méme role 
~) 

I ' . é = ’ 
que — dans la théorie des fractions rationnelles. Dans la notation 
de Jacobi, légerement modifiée par Hermite (Crelle, t. 82, 
1877, p- 343; Okueres, t. Ill, p. 420), ce rdle est joué par la 

‘fonction (mpatre : 
F 
(19) LC Gt 
oD 
(séta uw), qui ne différe de [ que par un terme linéaire en u 
choisi de telle facon que Z(w) admette la période 2. On a, en 
effet, ; 
Z(u +20) —Z(u)=C(w+20)—Cu—a27 =0, 


F Z(u+20)=Z(u); 

puts ; 
2 

Z(t + 20’) — Z(u) = C(uw + 20’) — Cu — a, 


, 2 d 
Z(u + 20) = Z(u) — — (40! — wn’). 


Dans la notation de Weierstrass, les deux périodes jouent 


‘ 
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done un réle symétrique, tandis que dans celle de Jacobi une des 
périodes joue un role spécial, 
Nous verrons plus loin que la constante jw! — wr! n'est pas 
Ft : ; 5 nae 
nulle; elle a pour valeur + ~, le signe étant celui du coefficient 
BD 


' 
163) 


de z dans le rapport 


w®) 
Pour le moment nous poserons 
(20) qo'— wr’ =0 
Alors Z( uw) vérifiera les deux relations 
f Z(u+2w) = Z(u), 


(21 ( 26 
} LU 203). yi 


w® 

La fonction Z(w), ne différant de Cu que par un terme linéaire 
en w,a les mémes points singuliers et les mémes parties princi- 
pales. 

Ainsi, cette fonction Z(w) a pour poles simples de résidus +4 
tous les points u= 0, u=2mw-+ 2nw/; il y aun de ces poles 
dans chaque parallélogramme; ils sont tous homologues de l’ori- 
gine u = o dans le'réseau des parallélogrammes. 

La fonction Z(u—«a) a-pour poles simples de résidu +1 les 
points w=a@ et u=a+tismuo+ton w, homologues du point a 
dans le réseau des parallélogrammes. Par exemple, dans le yoisi- 


\ 
est une fonction holomorphe. 


Lo 1b * 


nage de u=a, Z(u— a)— 


Effet de Vaddition des périodes a Vargument de gu et 


de H(u). — Si Von intégre de nouveau les formules (197) 
a , “sage ou ‘ . 
ou Cu ==, ona 

Logo(u+aw) = Logsu+ 27 w+ Loge, 


Logs (wu + 20') = Logru + 2 u+ Loge’, 


Loge et Loge’ désignant des constantes dintégration, En passant 
des logarithmes aux nombres, il vient 


T(U+In) =certrcu, 


T(U-+ 2w') = a’ ern'Ug y, 


*. Dans la premiére de ces formules faisons u—=—w et rappelons- 
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nous que, Ju élant impaire, on ao (-— w)—— dw. Nous trouverons. 
en observant que gw 4 0, 


: ce—244 = — 1, c= — e240, 


La seconde-relation donne de méme 


Cha G2 WO! 


La fonction o vérifie done les deux relations 


( S(U +20) =— er4lutwl sy, 


(22) 


Lo (u+ 20’) = — etiurw sy, 

On conclut de la, par l’application répétée de ces formules, la 
valeur de ¢(u+2mw-+o2n w’) en fonction de gu, m et n dési- 
gnant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Cherchons d’abord 
Pexpression de ¢(uw+2w-+ 2 m'). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, uw en u—+-2w et tenant compte de la pre- 
miére, on a 


‘ 


S ( == 216) 4D o"’) = C2 GHA! )(e-He-bw!)—2(q00!- OA) Su. 
hiais, comme 700) == wy = oma 
2 
(23) T(U+ 2H + 2m’) = — EHF Vutrw+o yy, 


-On vérifiera de méme que, m et n étant deux entiers quel- 
conques positifs ou négatifs, on a 


(24) F(U+2mw+ 2n0') = (—1)MetM+N Er mG+Ng)(U+mE+nw F UL, 


Dans la notation de Jacobi on remplace la’ fonction 9, dontla 
dérivée logarithmique est Cw, par une fonction H(w) (hétau), 
également impaire, ayant pour dérivée logarithmique la fone- 
tion Z(w) dont il a été question plus haut, soit 


H’(u Gib ; 
‘ Ba (gas pene Oe 
H(u) FU o 


4 


On a donc, en intéerant 
4 te] , 


q 


LogH(uw) = Logyuw — uw? + Logs, 


260) 


Log o.désignant une constante d’intégration, et, par suite 
Loi} 5 5D #! ’ ? 


\ 1 


ere iery | 


(25) Higa t= 2705 a: 


} 
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Pour déterminer ¢, divisons les deux’ membres de la rela- 


5 ae ee : : _ CU “inca 
tion (20)-.par w et faisons tendre uw vers zero; aa tend vers 1, 
H (uw) 


u 


' Hae ee eee 
vers la valeur H’(o) de la dérivée 7, pow u= 0 On a 
ainsi 9 = H'(o), et la formule (25) devient 
‘ /? 
H(w)  -she 
== 2 
H'(o) 


~ 


F lt. 


La fonction H(w) admet les mémes zéros que su. Elle vérifie 


les deux relations 


has 2 =— II{(w), 
(26) eal en 
t Heke ooeae ne H(z), 


ot. 6 désigne comme plus haut la quantité 7! — w7/. Ces relations 
se rent, soit des relations que vérifie 3, soit, par Pintégration, de 


celles que vérifie Z. 

E Yt | 1 H’(u). 
n effet, intégrant es relations (21), ona , puisque Z CU == Huy’ 
LogH(u+ 20) = LogH(w)+ Loge, 


inl 
2.6 ; 
LogH(u + 2’) = Log H(u) — Soe a, Log ce’, 


ou ¢ et ec’ sont des constantes. On en déduit 


6 
H(u +20) =cH(w), 
26 


H(u+20') = cle © H(w). 


Faisant dans la premiére u=— , et observant que H est impaire, 
on ac=—1; de méme, faisant dans la! seconde u=—w!, on a 


> 
20’ - 


! fa, my vba 


Cie . On retrouve bien ainsi les formules (26). 


22. Remarque. — On a dés a présent des exemples de fonctions — 
elliptiques. Ainsi la fonction pu, qui n’a que des poles a distance 
finie et qui admet les deux périodes 2m et 20’, est une fonction 
elliptique ; il en est de méme de ses dérivées p'u, p'u, .... 

Les fonctions 3, H, ¢, Z ne sont pas Ser he car elles n’ad- 
mettent pas les deux périodes 2w et 20, | 

Nous allons montrer dans un instant comment, avec les onde 
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éléments analytiques nouveaux que nous venons de définir et qui 
se déduisent tous de su, on peut exprimer toutes les fonctions 


elliptiques. 


23. Cas de dégénérescence. — Auparavant, nous établirons que 
lorsqu’une des périodes 2 ou 2’ devient infinie, les fonctions ¢, 
~ et p se réduisent a des fonctions élémentaires connues. Suppo- 
sons, par exemple, w’ infini et prenons la fonction p. Dans. la série 
qui définit pw, « est infini dans tous les termes ot figure w’, c’est- 
a-dire ou 7 est différent de zéro. Tous ces termes sont done nuls 
et pu se réduit a la fonction 


Rlupel= x)= >= [ : eat 


9 y , 
u? (Uw — 2mMw )? [m2 2 | 


la somme’ ¥' étant étendue aux valeurs positives et négatives de 
Pentier m, zéro exclu. Comme la série . —3 est convergente et 
= Te eg ahs a 
a pour somme — (n 15, p. 16), ona 
' 


plz, w'= o) = — x =a bees nap ae Oa ike OAS 


Rae, Bat oy 
120- u- ae (ut == 210) ) 


Mais alors, en comparant a la formule 


1 I S I 
sin?3 52 md (5 — INT)? 
(n° 15), on peut écrire 

( CR ea 
yr} 1 a) AR ao 2) me . 
7) } ‘ , 1202 o> . otk 
sin? — 
20 


En intégrant et changeant les signes, on en déduit 


72 ™ TU 


C(u, w= 0) = —_ w+ —cot 
(28) of ; 2) 122 20 20° 


sans ajouter de constante, car { est impaire. 
Enfin, intégrons de nouveau et passons des logarithmes aux 
nombres; il vient 


72 
‘ Tak a 
Sieiéy Ole — 9 =e goa eRe 
2 
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ou c est une constante @intégration. Pour la déterminer, divisons 


war) i Cu 
par wu et faisons tendre w vers zéro, en nous rappelant que — tend 
. u 


vers 1. On a alors — 1 etenfin 


2W 


(29) crs ; 2W 
On voit ainsi que l’analogie de pw avec les fonctions trigono-_ 
métriques devient Pidentité quand une des périodes est infinie. 
Supposons que les périodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la série pu tous les termes sont nuls, sauf le premier, 
et Pona 


I . 
pu = TW? 


intégrant et changeant les signes, on a 


I 
CES oe | 
u 


puis 
Gill aol 


On voit, d'aprés cela, que la théorie que nous allons développer 
donnera, comme cas limites, les formules relatives aux fonctions 
trigonomeétriques ou aux fonctions rationnelles, suivant que l’on 
y supposera une période infinie ou les deux périodes infinies. 


Il. — PREMIERE EXPRESSION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DEcoMPosITION 
EN ELEMENTS SIMPLES. CONSEQUENCES. 


24. Cas des poles simples. — Soit f(w) une fonction elliptique 
ayant les poles a, b,c, ..., ¢ dans un parallélogramme élémen- 
‘taive P, ces poles étant d’abord supposés simples et les résidus 
correspondants étant A, B, ..., L: Alors, dans le voisinage du 


- 


poimt @, ona 


; A : 
FwoyTS atta fonction holomorphe, 


dans le yoisinage de b 


. 


: B ; 
GE araer Ae fonction holomofrphe, 
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Formons la fonction 
P(u) = f(u) — AZ(u—a) — BLZ(u— b) —... — LZ(u — 1). 
Cette fonction est holomorphe dans le parallélogramme des 
pérrodes P, car dans le voisinage de uw — a, par exemple, ona 


A : 
J(u) = —— + fonction holomorphe 
u—a : 


Z(u—a)= 


Pei te fonction holomorphe, 


done 
J(u) —AZ(u — a) = fonction holomorphe, 


et, de plus, toutes les autres expressions Z (u suze b), ..:,4(u—1) 
sont holomorphes au point a. 

D’ailleurs, f(w) admettant les périodes 2w et 2', on a, d’aprés 
les propriétés de Z(w) (éq. 21), 


P(uU+20) = P(w),. ~ 
(30) 


} P(u + 20’) = P(u) — bee 2 ae B+...+ 1). 
\ , 1) 


D’aprés ces équations, la fonction ® (wz) est une fonction entiére, 
car elle est holomorphe dans le parallélogramme P, et dans les 
autres parallélogrammes, elle prend des valeurs qui ne différent 
que par une constante de celles qu’elle prend dans P. 

Nous allons démontrer que ®(w) se réduit nécessairement a une 
constante, En effet, la dérivée ®' (uw) est holomorphe dans tout le 
parallélogramme P, car la dériyée d’une fonction holomorphe est 
une fonction holomorphe; de plus, elle admet évidemment les deux 
périodes 2 et 2’, comme on le voit en différentiant les .for- 
mules (30). 

Cette dérivée ®'(u) est done constante, comme étant une fonc- 
tion entiére avec deux périodes (n° 19), soit 

lit) = Gye 
et l’on en tire 
P(u)= GQyu+ Co, 


-C, et Cy désignant deux constantes. Mais, comme ®(u-- 2) 
doit étre égal 4 ®(uw), C, doit étre, nul et ®(w) se réduit a une 
constante C,. Ainsi la différence appelée (wu) est constante. On 


APPELL ET LACOUR. 3 
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a done la formule 


B11) f(a =) + AZlu— a)+ BZ(u—b)+...+ LZ(u—), 


due a Hermite et appelée formule de décomposition en élé- 
ments stmples. Cette formule est analogue a la formule de décom- 


position d’une fonction rationnelle en fractions simples. 


25. La somme des résidus d’une fonction elliptique en tous les 
poles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle. — En 
effet, nous venons d’appeler A, B, ..., L les résidus relatifs aux 
poles situés dans un parallélogramme des périodes; nous ayons 
trouvé que ®(u) est une constante : alors, on a éyidemment 
® (w+ 20')—®(u) =o. On a done d’aprés la deuxiéme for- 
mule (30), puisque 6 est différent de zéro, 


e 


(32) A+B-+...+L=o0. 


Le théoréme est donc démontré pour une fonction elliptique ne 
présentant que des poles simples. 

Ainsi, une telle fonction peut toujours se mettre sous la forme (31), 
ot les constantes A, B, ..., L ont une somme nulle. 

Inversement toute danelee définie. par une expression'de la 
forme (31), ou les constantes A, B, ..., L ont une somme nulle, 
est une fonction elliptique : en effer, cette fonction n’a d'autres 
singularités & distance finie que des poles simples et, d’e BP les 
propriétés de la fonction Z, on a 


Fee — f(u) =o, 
f(u+ 20) —f(w) == 22 (A+B+...+1)=0. 


26. Formule de décomposition en éléments simples dans le cas 
ou certains poles sont multiples. — Pour plus de simplicité, nous 
avons supposé d’abord que la fonction elliptique considérée 
n’avait dans un parallélogramme élémentaire que des pdles- 
simples. Le cas oti.la fonction posséderait des pdles multiples 
peut étre regardé comme un cas limite du précédent : il suffit de 
supposer que plusieurs des poles simples viennent a coincider. 

Mais nous traiterons ce cas directement, par la méme méthode 
que le précédent. Nous obtiendrons ainsi l’expression la plus gé- 
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nérale des fonctions elliptiques et cela encore avec le seul élément 
analytique Z(u) et ses dérivées. 

Soient a, b, ..., Lles péles de la fonction f (w) dans un parallé- 


Jogramme élémentaire et 


A Ay As Bn Ag 


(iu) = 7S StS Ss 


Sp Ni eee tom! 8 Obie felieris, Oe a wpe a) ie. Oh 5 10/6. 5. CES Lei. eile beter euler 0.00 gy 0) eae 


Jes parties principales correspondantes. La différence 
5 Ae on 
P(w) = f(u) —|AZ(u—a)— Ad Z'(u— a) + cane (u@—a)+... 


Ag—1 : 
+ (= Sl ee TNA) TAS oy 
( De Tee tae (te a)| 


— [Bz(w— 0) — BiZ'(a 6) 2 (eb) os 
Sete Sn —5)] 


est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u =a par 


exemple, ona 


Z(u—a)= : + fonction holomorphe, 
% Z'(u—a)=— ier +- fonction holomorphe, 
i ‘és ibe So 
Z'(u —a)= Gizcay + fonction holomorphe, 
I.2...(¢—T1) : 
(ES Ware eae Sy (Pi gc ha eee Sen i l rpl 
Z (uw —@) =(—1) (aay fonction holomorphe 
-Done 
BL (es aA, Ze a)+ At ru — @)+en. 
en (g—4) ; ; 
fi tee (a1) L\a— (u =a) = o1(u) el fonction holomorphe. 


— Comme dans le voisinage de w= a, on a aussi, par hypothése, 


Sf (wv) = %4(u) + fonction holomorphe, 
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on voit que @ (wz) est holomorphe au point @; il en est de méme des 
autres poles. D’ailleurs ona, d’aprés les propriétés des fonctions Z, 


P(u +20) = P(u), 


26 
&(u+20') = O(u)— —(A+B-+...+ |), 
3) 


car les fonctions Z’ (w), Z’ (w) sont doublement périodiques. On 
verra, .comme plus haut, que la fonction holomorphe ® est 
constante; la somme des résidus A+B-+...+L est donc 
nulle pour une fonction elliptique présentant des poles de 
multiplicités quelconques. L’expression générale dune fonction 
elliptique est alors é 


(u) = Co+ AZ(u—a)—AyZ'(u—a) 
\ ) 


C33)708 may Ate eaiey rae 


1,2 ; 
3 Ares ; 
| = (—1)%-1 RBs Z\&%—1) ( i —— a)| ; 


I 


1.2..+% 


Ja somme S étant étendue a tous les pédles situés dans un parallé- 
logramme, et la condition (32) 


Keep re Se eet 


étant toujours vérifiée. 


Ainsi, de méme que toute fonction rationnelle est une combi- 
naison linéaire a coefficients constants de termes de la forme 


I ‘ie 50 1 
w— Qe aye A a eee)™ 


f ai, : Angi 5. Teas 
(avec la convention que u-—% doit étre remplacé par *) Loute 


fonction elliptique est, A une constante additive prés, une combi- - 
naison linéaire, a coefficients constants de termes de la forme 


Z(u—a), Z'(u—a), fo Z4-V (u — a), 


avec la condition que la somme des résidus | coefficients des termes 

analogues & Z(u —a)] est nulle. ; ae 
Inyersement, toute fonction f(w), définie par une expression de_ 
la forme (33), on piste: 
A+B+...+L=0,. 
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est une fonction elliptique, car on vérifie immédiatement les re- 
lations 

f(u+2w) —f(u)=o. 
; i 26 
f(u+ 20’) —f(u)=— —(A+B+...4+-1L)=0. 
(7) 


27. Formule de décomposition en éléments simples avec les 
notations de Weierstrass. 


La formule (33) que nous venons 
d’établir peut s’écrire comme il suit. Nous avons posé 
I I 


3 Ty 
L(uy= Cu— = a. 
Oo) 


Donc, en différentiant et se reportant a la définition de pw 
~t 


comme la dérivée changée de signe de —; 
-) 


0 
Dia) Spe; 
r : WwW 
Z"(u) =—p'u, 


L\%—1) C= (x=) u, 
j 


Iaisant ce changement de notations, on a la formule 


, ' No. ; 
5a — Dot Dy] Acca =a) += Ay peu a) — —— p(w a) —... 
(34) | a 

aa Naas peu — )] : 


Uae eke 
ot Dy désigne une nouvelle constante et ott la somme ¥ est encore 


étendue a tous les poles situés dans un méme parallélogramme 
des périodes. Les termes linéaires en uw, qui semblent s’introduire 


y « . 
quand on remplace Z(w) par Cu =U, disparaissent, car leur 
t 
fe 7, Reed Say 
coefficient est — - (A+ B-+...+L), c’est-a-dire o. 
F, y 
28. Remarques. — Dans ces formules de décomposition nous 


avons supposé les poles a, b, ..., U situés dans un méme parallé- 
logramme. Cette restriction est imutile en ce sens qu'on peut 
toujours remplacer chacun des pdles par un point homologue, 
Ainsi, soit 

@=a+2mMw +2Nn0! 
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un point homologue de a; ona 
Z(u—a)=Z(u—a+2mo + 2710’), 


F 98 
—i fit 


ic) 


Remplacant Z(u— a) par cette valeur, on voit que la formule 
reste la méme. La seule valeur de la constante Cy est modifiée. 

Remarquons encore que lorsqu’on choisit un parallélogramme 
élémentaire /P, de sommets 


Uy, Up t2W,, Up t2M+20', U+2w, 


il peut arriver qu’une fonction ait des zéros (ou des poles) tels 
que a, sur un cété, et, par suite, d’autres zéros (ou d’autres pdles) 
tels que a+ 2w’, sur le cété oppose. D’aprés la convention 


Fig. 3. 


du n°? 18, un seul de ces zéros (ou de ces poles) appartient a P 
(celui, @, qui est sur un cété aboutissant en wy). Cette convention 
se justifie d’ailleurs par l’indétermination du choix de wy dans la 
construction de P : en effet, si l’on déplace infiniment peu uo 


en 9, de -facgon que up soit intérieur au parallélogramme P’ de. 


sommet ¢), le point @ appartiendra a P’ a V’exclusion de a+ 20’ 
o; Ae } 


(fig. 3): ry 


29. Régle pratique pour la décomposition d’une fonction ellip- 
tique f(w) en éléments simples. — Il faut tout d’abord déterminer 
les poles de cette fonction dans un Pe des périodes, 
arbitrairement choisi d’ailleurs; soient a, b, .-., / ces points. 

Nl faut ensuite déterminer la partie Seicipele de f(u) relative 
a chacun de ces péles. Supposons, par exemple, que le pole Usa 
soit d’ordre x : alors le produit 


Y(w) = (uw — ajef(u). Reepices 


{ 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 39 


est holomorphe et diflérent de zéro pour ~— a. Si donc on déve- 
loppe ce produit, par la formule de Taylor, dans le yoisinage 
de u= a, soit 


() = Ager Nae (te — a) + Ags (u— ay ..} 
+ A(u— a)%I+ (u— a)* e(w), 


¢ (uw) étant une série entiére en (wu — a), ona, en égalant ce déve- 

loppement a (u—a)*f(w) et divisant par (u—a)*, le déve- 

loppement 

es 7 Ay A 
eet 3 


ite ey iy ere ar 
(ua —a)®* (eo a et (u—a)? io 


+ g(u), 


qui met en évidence la partie principale cherchée, On peut alors 
écrire la formule de décomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chacun des poles situés dans le parallélogramme choisi. D’aprés une 
remarque du numéro précédent, on peut, dans ces caleuls comme 
dans la-formule finale de décomposition, remplacer chacun des 
poles tels que a par un point homologue, a+ 2mw—-+anw’, 

La principale difficulté pour la décomposition en éléments 
simples est la détermination des poles a, 6, ..., 4, de méme que 
pour la décomposition d’une fraction rationnelle, la principale 
difficulté est de trouver les racines du dénominateur. Nous revien— 
drons sur ce point au n° 50, 


- 


30. Il ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant un seul 
pole dans un parallélogramme, si ce pole est du premier ordre. — 
En effet, sila fonction f (w) n’avait qu’un pole simple a de résidu A, 
la Pe ianile précédente (31) donnant f(w) ne contiendrait qu’ un 
terme AZ(uw—a). Mais la somme des résidus étant nulle, on 
aurait A =o et f(w) = Cy. La fonction serait donc une constante 
et n’aurait pas de pole. ¢ ; . 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo~ 
” gramme deux poles seulement, stmples tous denx, u—=aetu = b. 

En effet, dans cette hypothése, la formule (31) comprend deax 
termes et l’ona A+ B03; la fonction f (w) est alors 


Pepys Cet ANZ tune B ey Tt 8), 


Il existé aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo- 
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eramme élémentaire un seul pole, pourvu qu il soit @ordre supé- 
rieur au premier; le résidu relatif 4 ce pole est nul. Crest ce qui 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet Vorigine et les points 
Monologue comme poles doubles de résidus nuls. 
D’une maniére générale, les dérivées et les puissances positives 
de pu sont des fonttinns elliptiques ayant dans chaque parallélo- 


gramme un seul pole, homologue du point w= 0% ce pole -est. 


d ordre supérieur a 1 et le résidu correspondant est nul. 


31. Exemple. Décomposition de p?u en éléments simples. —lLa 
série qui définit pw montre que, dans le voisinage de uw = 0, on a 


* 


i 5 
Dis Lig 


G(w) étant une fonction holomorphe au ‘point 0, fonction, définie 
par la série 


(35) | Guy = > Aaa “(s 


ad | (UU — ww)? we 


~< \ . ! . : + 
Comme G(vr) est paire et s’annule manifestement pour uv = 0, on 


a, en développant cette fonction en série de puissances dans le 


voisinage de wu =0, 


G(u) = B+ Bs... 
aap 


ot, conformément aux notations de Weierstrass, nous appe- 


"9 4 m . J sce 
lons 2 et = les deux premiers coefficients 
Z€ . 


, 'g 


I 8&3 a, Yes Wr | 
Se Res Ny 
a 2) aos (V5 


os) 
i) 


(36) 


is) 
io} 


Ces expressions de gy et gy s obtiennent immédiatement en Ree 


développant chaque aie de la série (35) suivant les puissances 
ascendantes de w, par la formule | 


I I 2U 5 U2 hur. Fut 
a 


el 


vi a a ae ae SR Se 
(u— wy)? (v2 v3 (pe (ps we ; i ee 


“puis en ordonnant la somme par- rapport aux puissances ascen-— 
dantes de (U, opér ation légitime, comme on le démontre aisément. 


x é Svat 7 ‘ 


Ya 


. 
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On a donc, dans le voisinage de u = 0, 


I 9 23 
37) Du = SF a UP ie 
(37 } us 20 28 Y 


Vétoile tenant lieu d’un terme manquant, et en élevant au carré, 


5 I 82 837.5 
DiC te Rotts ene at Fl tS aaeye 
w* 


A 


10 14 


Considérons un parallélogramme des périodes entourant le 
point uw =o; dans ce parallélogramme, p?u a, comme seul pole, 
u—o;ce pole est d’ordre 4 et la partie principale correspon- 
dante est =) WVaprés le développement ci-dessus. Dans la formule 


de décomposition en éléments simples (34), il faudrait done 
prendre un seul pdle a=o, puis a=4, A=A,=A,=—0 


Ama 1..On a alors 


(38) p?2u =D)+ ap", 


Dy désignant une constante. 
Il est d’ailleurs aisé de vérifier directement cette for ales 
D’aprés le développement de pu on a, en différentiant, 


2. 52 23 
Pp tb eg EU Seer Tr — u+. 
( 
6 “ Lo 3 2's 
PrN ween AO Sect UL? Shere 
u LO 7 


Done la différence 
P(u) = p2u— =p'u 
6 
5 4 6 
est Bo eeurne au point «=o, car, dans le second membre, les 


termes en — ~ disparaissent. La fonction ® (uw) est done holomorphe 


dans tout i parallélogramme élémentaire ‘considéré (contenant 
Yorigine), et, comme elle admet les deux périodes 2 w et 2 w’, elle 
est égale a une constante Dy. 

he formule (38) est ainsi vérifiée. Pour déterminer la constante, 
on donnera a uw une yaleur particuliere, D’aprés les développe- 
ments de p?-et de p’, on a, dans le voisinage de u = 0, 


. 


2 jf ; So 
Do p26 —— tS eS 
tes; ¢ 6? 12 y 
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ax . . > 4 
°?, On a ainsi la formule 


r D, = aa 


dott en faisant wu =o 
oo 


pu= 


(39) 
On formera de méme, a titre d’exercice, les expressions de p*u 
"|... par la formule de 


piu, ... en fonctions linéaires de p, p', p , 
décomposition en éléments simples. Ces expressions se trent aussi 
des formules obtenues en différentiant la relation (39) un nombre 
quelconque de fois et tenant compte dela relation que nous allons 


établir entre p et p’. 
32. Relation algébrique entre pu et sa dérivée pw. — Multi- 
plions les deux membres de la relation (39) par p'u et intégrons 
par rapport a uw; nous obtiendrons une formule qu’on peut écrire 


Sept, 


<5 = fpi— 


ot C désigne une constante. 
Pour déterminer cette constante, on remplacera encore p, p 
par leurs développements en séries donnés plus haut : on yérifiera 


que les termes en ~ disparaissent, et en faisant ensuite uw =o, on 
On a donc la relation 


S3: 
4 
O83 


trouvera C = — 
ip'— &2p 


| Ove a 


(40) | 
algébrique en p et p’. Son second membre est un polynome du 


: 


« sp aa oO : t 

to} rs, « ’ 71 ions 
troisieme degré en pW; nous verrons bientot que ses trois racines 
sont. essentiellement distinctes lorsque la foncuon pu nest Sa 


dégénérée. 
1 formule (40) donne la derivée de la fonction inverse de pil 


Dil = 5 


Faisons 
@ott lon tire, en imaginant Péquation résolue par rapport a u, 


u=argps 


u égale ’argument dont le p est z). La formule (40) 
: ' 


(c’est-a-dire 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 43 


donne alors 


La dérivée de u par rapport a= est donc algébrique en =, tout 
comme la dérivée de arc sin s. 
Comme z est infini quand wu est nul, ona 


= dz 


(41) “=e et 
formule permettant de calculer w en fonction de sz. 


33. Développements en séries de puissances de pu, Cu, du. — 
Les constantes g» et 23 s’appellent les deux invariants; nous ver- 
rons plus loin (Chap. XIII, n° 240) la raison de cette dénomi- 
nation. Ces constantes étant connues, on a, comme il suit, les 
développements en séries de p, %, 9. - 

’Faisons, dans le voisinage de u = 0, 


; . ; 
(42) pus — + & + egu?+ cgub+...+ cpu 2+.... 
u 


_ Les deux premiers#oefficients sont 


(43) Cae 


Les suivants se calculent facilement par voie récurrente en 
substituant le développement de p dans léquation 


i ee P 
° PRM eR ue 22 


1. 


et identifiant les deux membres. On trouve ainsi, pour A plus grand 
que 3, la formule récurrente 


vy) 


a . 
(44)* A= Te a tO (vss ty 3, eo) A 2); 
qui montre que tous les coefficients sont des polynomes en gy 


* 


¢ 
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et 2, a coefficients numériques. Ainst, 
ang . 


oO 


/ Fe eat ie) Nee 
(49) a= SESH Cites 


Bie ps Dit 


we 
vo 


et on conclut de la que deux fonetions pu qui possédent les 
mémes invariants sont nécessairement identiques : car les coet- 
ficients de leurs développements dans le voisinage de Vorigine 
sont respeclivement identiques. 

Le développement de {uv pour de petites valeurs de w se tire immé- 


diatement de (42) par une intégration, puisque fu=— [p udu; 
e f ‘ ev 
on a done 
: % I I r 2 
(46) Cu = — + w& — 5 Cg — 263° +..., 
: ub a ) 


sans ajouter de constante, car’ fw est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce développement sont aussi des polynomes en 82 


rf * 
et 23. ; , 

Les deux développements de p et { convergent dans le plus 
grand cercle ayant pour centre Porigine et ne contenant dans son 
intérieur aucun point homologue de Porigine (n° 4). 

Du développement de ¢ on déduit celui de 9, puisque 

is Tu eee ‘ 
TU 
Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 
8 $ ’ 
eat Ca uh 
csu=ue Ho 
: Tu : 
sans mettre de constante en facteur, care tend vers 1 quand w 
tend vers zéro. Il ne reste plus qu’a développer lexponentielle en: 
série ét lon a le développement de su. On voit que les coeffi- 
cients de ce développement sont aussi des polynomes entiers en gy _ 
el g3. Voici les premiers termes du développement : 
> A ‘ 6 ‘a 
MU? ~ fry uu? or TAD awl 
(47) otis te ee eee ‘ 
DM Sa 5D) aoe, Sy lle Wo Aas er ane eel een Noah Sig 


On trouvera ce développement poussé jusqu’d u3> dans les 
feuilles de M. Schwarz (/°ormules et propositions pour Vemplot 
des fonctions elliptiques ; traduit de Vallemand par M-H. Padé, 

J : ‘ s) ¢) Pre 


ra 


« 
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p. 5-7). Puisque ¢u, comme sinw, est une fonction entiére, le 
développement (47) est convergent pour toutes les valeurs de w. 
Ce développement est commode pour le calcul des valeurs numé- 
riques de gu, o/u, o”u et, par suite, de Cet p qui s expriment 
rationnellement a l'aide des dérivées deo : 


TU ‘ rh 52Uu — FUG" U 
Cu = Dh fired = to Oe 
Y Tu é P = Ft 
34. Inversion dans les notations de Weierstrass. — D’apres 


ces propriétés, il est naturel d’admettre que, si on aune équation 


de la forme 


. a dz 
ee, ef Neate wie eee 


52 o3 


oll go et gs, sont des constantes données, on peut trouver deux 
périodes 2m et 2’, telles que, pu et gu étant les fonctions de 
Weierstrass construites avec ces périodes, on ait 


Sit Gk on LL 


s2u i 


5= pu = 


dans cette hypothése, = est donc exprimé en-fonction uniforme 
de w, et, a Vaide. des séries précédentes, ou de celles duryi, 24; 
on peut calculer la valeur de z correspondant a une valeur de w. 
On a ainsi une solution du probleme de Vinversion de Vinté- 
erale (48). 

Effectivement, nous demontrenone plus ‘loin (Chap. V IIL) com- 
ment g» et g3 ayant des valeurs réelles données, on peut calculer 
un couple de périodes 2 et 2/. Quant a la justification com- 
plete de Vhypothése que nous yenons de faire, elle nécessite des 
développements plus étendus qu’on trouvera au Chapitre XII 
(n° 260) ainsi qu’a la Note VI. En attendant de pouvoir donner cette 
démonstration, nous admettr rons, dans toutes les agplecations 
qui vont sulvre, qu ‘a tout couple de nombres 2 et '23 corres- 
pond une fonction pu (dégénérce « ou non) ayant §. et 23 pour 
invariants. 3 


eat. Integration dune fonction ees — Pour daleuler Viai- 
- tégrale Shes 3 
a’ : ‘: free du 
he 
. bg ms : 
ner: 
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dune. fonction elliptique f(w), on fait comme pour les fonctions 
rationnelles ; on décompose f(u) en éléments simples et Pon in- 
\égre terme A terme. Ainsi, dans les notations de Weierstrass, 


J (a) peut se mettre sous la forme (34). En mtégrant, ona 


[7 u)du = const.+ Dou + [ logy(u— a)— Ay l(u— a) 


Te ay 
Se PA =) eve 
1?) 


Aa-t 


= (7 61 
) 1.2...(a—1) 


pi3) (u — a)| . 
Par exemple, la formule de décomposition établie pour p? uv (n°31) 


donne 


12 


I P oO 
(49) vt du = epu+ 22 u + const. 


36. Homogénéité. — Pour indiquer les valeurs des périodes ou 


des invariants, Weierstrass emploie les notations suivantes : 


CU=C(U FO, oO) =o (U3 £5, &3)s 
PU = plulo, ow) = p(u; ge, 3). 
D’aprés le produit qui définit su, il est évident que si Von 
get ats f hae es 
multiplie w, w' et w par un méme facteur », — ne change pas et 
Fak w ; 


Pona 
(50) c(pul po, pw’)=po(u}w, 0’). 


Différentiant par rapport a u, on a_ 


(51) o'(pul po, po’) = o(u| 0, @). . : 
Done 
A j 1 
(52) C(uul po, po’) = gS (ulo, wo"). 


Différentiant encore par rapport a uw, 
2 ; ry i r 
(53) p(pul pe, po’) = pe Los w’), 


ce quon vérifie d’ailleurs immédiatement sur la série donnant p. 
D’aprés les expressions de gy et g; par des séries doubles — 


7 
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(n° 31): 
Sante, 
dad (V" 
« av ay I « cS I cf pe pA ar 
quand on remplace wm et w par pw el rw, w est re mplacé par yo, 


2 o3 
et 29 el 23, par 2 ot = On a done aussi 


D 


ue 
-- 


S2° &8 
(nn; —, )= IU; $2, &3), 
a5 4 


a pre ws 
(54) - : 
. 62 Snot ; 
p( wus a &) ae pa POs £0383): 
‘ ‘ 
; : &3 31 ’ 
L’expression 22 est une fonction de w et w’ qui ne change pas 
oz 
o3 


quand on multiple w et w! par un méme facteur arbitraire be est 
une fonction du seul rapport des per todes. Nous Be aaa es 
au Chapitre XIE sur ce poimt important et sur ses conséquences. 


37. Cas de dégénérescence. Quand une des périodes est in- 


finie, w’ par exemple, on a 


: ' , 
: I I 
oo. — 92 3 5 Aone ne %,— 92 4 ae ee 
g— 2°.3. ma 3 2-.5D. = ap. 
2 Ds 2* mr* a* 2 7 25 7726 we 


et comme on a (n° 45) 


il vient 


Le polynome 4 5% — g.s— gy a alors une racine double, et 


Vintégrale 


peut s’exprimer par des fonctions circulaires, comme il était préyu 
W@aprés les formules du n° 23. En calculant cette intégrale élé- 
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mentaire, on retrouverait ainsi d’une autre maniére les formules 
du n° 23 (voyes lexercice 1 de la fin du Chapitre). | 

Quand les deux périodes w et w! sont infinies, on a £2» = g3 = 0 
et le polynome sous le radical a une racine triple. L’intégrale 


devient alors 


qui donne immédiatement 


IlJ. — DEUXIEME FORME DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 
EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 


38. Décomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main~ 
tenant une deuxiéme forme, sous laquelle on peut mettre toute 
fonction elliptique f(w) et qui est analogue a la forme d’une fone- 
tion rationnelle dont le numérateur et le dénominateur, seraient 
décomposés en facteurs du premier degre. 

Cette nouvelle forme résulte SR teat de Vapplication 
f' (v) 

a Tames 
Remarquons @abord qu'une fonction aioe a nécessaire= 


ment un nombre limité de zéros dans un parallélogramme des pé- 


des théorémes précédents a la fonetion 


riodes. Car, si elle en avait une infinité, il existerait a Vintérieur 
du parallélogramme au moins un pone a dans le yoisinage duquel — 
il ey aurait une infinité de ZELOS ie "est ce qu on. yverrait comme au 
n° 20 pour les poles; et a serait un point essentiel (n° 4), ce qui 

est impossible puisque f (uw w) doit étre méromorphe (n° 17). 

Cela posé, soit une fonction elliptique f(w) ayant, dans un 
ears sae des périodes, les poles ou infinis Bans any 
yy ++) Gy aU nombre de r, et - zéros simples b,, by, ..-, bs au 


nombre de s. La fonction a Deke une fonction elliptique holo-. 


morphe partout ott f(w) n ‘ae ni ‘al ni infimt. Un zéro simple PAA w) 


est pour a un pole simple de résidu 1, et un pole simple 
de f(w) est pour ou un pole simple de résidu eat (n° By d 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 49 
On a donc, d’aprés la formule de décomposition en éléments 
simples, 


aol 


eS: 2 (u— by) + De ob ee — (w— bs) 


| i» ) a ) ¥ ( a ) 
Sete a Oren fel pen tee EL mre Cg) las oo eNO) ) 
J 1 ry o rj} 


ou = est la fonction f. En outre, la somme des résidus de 
g J(u) 
relatifs 4 tous les poles devant étre nulle, on a 


s—r=—o0. 


-Done : Dans un parallélogramme élémentaire, le nombre 
des zéros d’une fonction elliptique est égal au nombre des 
infinis. Ce nombre se nomme Vordre de la fonction elliptique; 
nous reviendrons plus loin sur cette définition de ordre. 

D’aprés ce théoréme, faisons s = r dans la formule (55) et inté- 
grons terme a terme, puis passons des logarithmes aux nombres; 
nous aurons la eae cherchée 


Slit Oot Us Use. 7(u—b,) 
c(u — a, )o(u — Gina hie a). 


(56) Flu) = aece 


ou a@ est une nouvelle constante. Cette formule met en éyidence 
les zéros et les infinis de f (1). 

Si la fonction f(z) a des zéros ou des poles multiples, la méme 
formule s’applique; il suffit de supposer que plusieurs des points 
b,, by, ... sont confondus en un seul, ou qu’il en est de méme de 
plusieurs des points a@,, a), ...; et ’on peut dire, d’une maniére 
générale, que, dans un parallélogramme élémentaire, le 
nombre des séros d'une fonction elliptique quelconque est égal 
a celui de ses péles (chacun d’eux étant répété autant de fois 
quil y a dunités dans son degré de multiplicité) : ce nombre est 
encore ordre de la fonction Nita 

Dans la démonstration, nous avons supposé que les points Gis 
Fe ..+5 ap; b,, by, ..., 6, sont situés dans un méme parallélo- 
gramme; mais cette restriction n’est pas nécessaire, et en modi- 


 fiant convenablement les valeurs des constantes ¢ et a, on peut 


remplacer un ou plusieurs points a, ou b, par des points homo- 
logues (cf. n° 28). Par exemple, considérons le point 
Sy eae . a’; = a, +20, 


APPELL ET LACoUR. vs : 4 
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homologue de a,. En remplagant dans la formule (22) a par 
a,— 20, on a, . : ree pe ; 


o(u— ay) =F (U— a, diy jo etree (ut al) 


el, par suite, : oe Se 
7 ; Ge =; €5 aces 

flu) =a Sait as 2 b2)-..o(u = Pr) = ft: a 
ee OCU a, )o (= de)... OU 0) 
avec | By Ete Rik ae eae | aa 
ime 3h, ds aetiete 


. te a 
+ 


39. Théoréme de Liouville. — Sé don considére les séros. sel 
les infinis d’une fonetion elliptique situés dans un parallélo- Ss =o 
gramme des périodes, la somme des séros ne differe de la ,, 
somme des infinis que par des multiples des pér riodes. = Lame ioe 


On dennis aaniedneeeeale ce phesnsthe: en ebrvait gue le 
fonction f(w) sous la forme (56). admscy les deux périodes 2a = 
eb 20, Comme on a ate Whe aS a ot ares S ac 


es \ F 3% Aetate 
a"? 


o(u ian 20) a euerae use, ae Pre ae ee r 


en ry 


on voit t que Je oop dest égal a Re ooh eae 43 


One oe 


aoa ree tartans bn, Som 


x 


Pees 
> 


: ot n ‘esteit un -entier. . Heriva t de . 


8), 5 a at + ay a 
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Mais on peut simplifier un peu la formule en mettant a profit 
une remarque faite plus haut. Remplacons le point a, par le point 


homologue 
a, = a;— 2m — 270’: 


La formule donnant f (w) prendra la forme 


tla) 2 4 ctu Che = 61) F(u— br)... ¢(u — b,) 
; S(u—a,)c(u—az)...5(u—a,) 
ot. ona 
pone 


(59) a+ Ge+...+4,=6,+ b.4+...4+ 5,. 


Mais alors, en exprimant que f(z) admet les périodes 2 w et 20’, 
on a, par un calcul analogue a celui que nous venons de faire, 


2Cwo =2Nzu, 2Cw! = — 2Maz,._ 


M et N désignant des entiers. On en conclut 


“ 


C(Mw + Nw’) =o, 


Le facteur Mw-+-Nw! ne peut pas étre nul, car le rapport — 


7 Fics , ; ; N 
est imaginaire et ne peut pas étre égal a — iw: Donec 


G0. 


~ 
On peut donc toujours mettre une fonction elliptique sous la forme 


o(u—b,) o(u— be)...c(u— b,) 
Clu = ajc (G ay) 5 6 (a Gp) 


ioy = f(uy= A 


avec la condition (5g). On pourrait de méme remplacer d’autres 
zéros et infinis par des points homologues : la formule reste la 
méme pouryu que lasomme des zéros choisis égale celle des infinis. 


40. Notation de Jacobi. — La formule de décomposition en 
facteurs s’écrit-comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonction H de Jacobi est liée a la fonction ¢ par la relation (n° 21) 


Pee BLE, 
Hew) = H'toje 2% \ ot, 
dot 
; ee I =" 42 ; 
% Sih 6s Eze) 


Loma 

—_ 
—_— 

So 
— 
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Remplacant alors ¢w par cette expression dans la formule (60) et 
tenant compte de 


a, + ag+...+4-= b,+ b2+...+ br, 
il vient 
H(u — 6,) H(w— 62)... H(u— 6,) 


6 ; = A’ 
ee) FhY) fh(u — a, )H(u — az) Haan 


A’ désignant une constante. On a donc, en définitive, la méme 
formule fondamentale dans les deux systémes de notations. ‘ 


Al, Deux ponctions elliptiques ayant les mémes zéros et les 
mémes infinis ne différent que par un facteur constant. — Cela 
résulte des formules précédentes ot le facteur A seul est. arbi- 
traire, une fois les zéros et les infinis donnés. - 


42. Ordre dune fonction elliptique. — Terminons par quelques 


remarques sur l’ordre d’une fonction elliptique. On a appelé ordre 


de la fonction (n° 38) le nombre de poles qu'elle posséde dans un 
parallélogramme élémentaire, chacun d’eux étant compte avec 
son degré de multiplicité. Ce nombre est aussi égal au nombre des 
zeros situés dans un paral ele grannies: 

Ainsi pu est du second ordre, p'u du troisiéme. 

La fonction elliptique f(w) étant d’ordre r, la fonction f( u)—G, 
ou C est une constante quelconque, est aussi d’ordre r, car les 
poles de f(w) et f(w) —C sont évidemment les mémes. ‘La fone- 
tion f(w)—Ca done, dans un parallélogramme, r zéros quel que 
soit C. Ainsi Péquation . 

f(u)=C . 


a toujours rracines dans un parallélogramme. La valeur minimum 


que puisse prendre r est 2, car, d’aprés le théoréme du n° 30, il 


n’existe pas de fonction elliptique du premier ordre. 


Exemple. — La fonction pu est du second ordre. Dans un 
parallélogramme des périodes il existe deux valeurs de wu telles 
que pu==C. Lune d’elles, étant «, Vautre est homologue du 


point —42, car pu est paire. Ces deux racines sont distinctes tant 


que les deux points « et — a ne sont pas homologues, c’est-a-dire 


?. 
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tant que l’on n’a pas 
£=—24+2mw+ 2nw’, 


4=mo no’, 


et C= p(mw+nw). 

' Si les entiers m et n sont pairs tous deux, cette valeur de C est 
infinie : effectivement, l’équation pu == «0 a dans chaque parallé- 
logramme une racine double. 

Si un des entiers m ou n est impair, ou si tous deux le sont, 
C est fini: on trouve ainsi, 4 cause de la périodicité de p, trois 
valeurs différentes de C pour lesquelles ’équation pu —C=o0a, 
dans chaque parallélogramme, une racine double. Ces valeurs sont 
les suivantes : 


m impair, nr pair, C,= pw ; 
m pair, n impair, Cy = pw’; 
m et n impairs, C;= p(w + 0’). 


La racine double de pu—C=o est, dans le premier cas, 
congrue aw, dans le second a w’, dans le troisiéme a w+ w’. Ces 
trois valeurs annulent la dérivée p'w : les valeurs correspondantes 
de C sont les trois racines du polynome 


hat— p12 — 85, 


comme nous le montrons plus loin (n° 46). 


IV. — EXeEMPLES DE DECOMPOSITION EN FACTEURS ET EN ELEMENTS SIMPLES. 
FoRMULE D’ADDITION ALGEBRIQUE POUR pU. CONSEQUENCES. 


43. Décomposer en facteurs la fonction doublement périodique 
J(u) = pu—pe, 
ou 9 est une constante. — Dans un parallélogramme des périodes, 
pu admet o comme infini double. Done (n? 42) la fonction admet 
deux zéros dans un parallélogramme des périodes; on voit que ce 
sont les homologues des points w= et w==—v puisque p est 
~ paire. On a donc : . 
ae eg ee Se CE o2 0) 
pu py=: Su ’ 
_ A désignant une constante. 


o 
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Cette constante se détermine en-multipliant les deux membres 
par w? et en faisant ensuite tendre w vers z€ro. Il vient 


1=— As?¢. 


La décomposition est donc donnée par la formule 


(6 o(u+v)c(u—?) 
Of cme) OP cs RE 
024 } P S2U S20 
44. Formule d’addition pour Cu. — Si l’on prend les dérivées 
logarithmiques des deux membres de Pégalité précédente, par rap- 
port.a u, il vient, ¢ étant considéré comme une constante ; 
pu 


(63) Sag ee een areas 


puis, en échangeant wu et ¢, 


‘ = py : 

6 SP PW Ses ar ane Sarees 

(64), ae Gu St Sales CeO) Es 

enfin, en ajoutant membre a membre les deux égalités précé- 
dentes, ; ; 
(65) ERS Pe 


Meer ees 5 5 


formule que l’on Bhiead van également en décomposant en élé- 
ments simples les fonctions aluniaiesde de wu qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) peut étre considérée comme 
une formule d’addition pour la fonction Gu : seulement ce n’est 
pas une formule d’addition algébrique, car Q(u + o nest pas 
_ une fonction algébrique de Gu et Cv. 

43. Formule d’addition de la fonction pu. — Si l’on différentie 
par rapport a wu les deux membres de Pégalité précédente, on 
trouve : ; 
(66) pu—p(u+te)= . = (Eee); ee % 


<. 


c’est une formule d’addition algébrique pour pu. En y remplacant, 
aprés Ja dérivation, p’u par sa valeur 6p? u — 2 (éq. 39), on 


obtient p(w+v) en fonction rationnelle de pu, py, pu et p'y. 


Reeree si 
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Si, ensuite, on y remplace p’u et p'e par leurs valeurs respectives 
en fonction de pu et pe 


-pusy4 Lc peer Ele = V4 pte — gepv — 83, 


“Se p(w+¢) en fonction algébrique de pu et py. 
Autre ie de la formule ay add as On a,en effectnant 
ves Ta différentiation (66), 


i é . Y . ° ! a t , ; 

ae PUPS Saas yee 8 Decode! SBR 

rg Sy Oe 2 pu—py 2 (pu— pv)? 

= Eat wete, ona de méme wi apes 5 
Be ee se pe, 

=> p P 2. er he Eas Pee 

- | ee | 

per soe: _ Ajoutons membre 4 a membre et remarquons que : 

mos 

Se Bex | 

aa at Sin) ae pp" u— pr piss = SCE, Pre), 


uU—pe eS Pine et 
(G8) Gel RS at ote} 


t+ uy par une formule oa ia symeétrie, par Pate 
aed sees, u et %, est en Beane c 


; oe en ae era ae pu, p! uy De; : 
| ion donnera u une formule @addition 


v =". 
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Faisant dans la premiére de ces formules u =—, ona 
Pi =p tw); 


comme d’autre part p’ est impaire, 


pw = — p (— o), 
Done p’w =o. De méme p/w! = 0. 
Enfin, en faisant dans la troisiéme formule u=— wo —w’, on voit 
que p’(w—+-w') =o. Prenons (n° 28, p. 38). un parallélogramme 
Fig. 4 


élémentaire trés voisin de celui dont les sommets sont 0, 20, 20’, 


2w-+- 2! et contenant o dans son intérieur. Alors, dans ce paral- 


lélogramme tracé en traits pleins, la fonctiona un seul pole u= 0, 
et ce pole est triple; nous savons d’ailleurs que la fonction a trois 
zéros wo, w', w+ w!; ces zéros sont done simples, et ce sont les 
seuls que la fonction posséde dans le parallélogramme (n° 38), On 
vérifie que la somme des zéros 20 + 2w/ ne différe de la somme 
des infinis qui est o que par des multiples de périodes (n° 39). 

Remplacons le zéro w + w! par son homologue — w —w’; alors 


la somme des trois zéros w, w’, —w—w)! est égale a la somme 
des trois infinis qui est nulle et l’on a, en vertu de (5g) et de (60) : 


o(U—w)d(u—ow')o(u+w+w’) 


Dw = A 
J wu 


Pour déterminer A, on peut multiplier les deux membres par uw’, 
puis faire tendre w vers o. Comme dans le voisinage de 0 ona 


; 2 : 
ren cme A fonction holomorphe, 


5 at : : Tu : 
le premier membre devient — 2; comme — tend vers 1, le second 


membre devient 
Agvocu's(w + w') 


- 


-* 
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etVona 
c(u—w)c(u—w')e(u+o+w’) 


pu= ra a t a. 
THSwW (Ho + )otuU 


Voici quelques conséquences des résultats précédents. Nous 
avons établi la relation 


(40) p2u= 4piu— gepu — g3. 

Appelons e,, é2, e3 les racines du polynome 43° — g.s— 233 
alors 

(68) pu =4(pu —e,)(pu—eés)(pu —es). 


Comme p’wu s’annule pour u=o, W=o-+w', uw’, les 
i ri apm Poe a I ! bs 
quantités €,, @2, €; sont égales a pw, p(m +’), pw’, soit 


(69) <2; = P.o, C= plo +w’), €3= po. 


Il est éyident, d’aprés la formule (68) qui donne p’? wu, que le 
second membre de cette formule est le carré d’une fonction uni- 
forme : nous vérifions plus loin (n° 48) que chacune des diffé- 
rences pu —é,, (Pu ea, Pil ree est le carré d’une fonction 
uniforme, ~~~ 


Discriminant.-— Rappelons enfin comment on calcule le pro- 
duit des carrés des différences des racines C1 Cay Cae Partons de 
Pidentité en z 


faa eee re 


dérivons-la par rapport a s, et faisons s—e, dans l’équation 
if ) { q 
obtenue; nous aurons 


= es 


(e,— €2) (ey — e3) = 3.€? — a2 


Adjoignons a cette équation les deux autres qui s’en déduisent 
par permutation circulaire sur.e,, es, és, et multiplions membre 
a membre des équations obtenues; il viendra 


‘ 3 * hae 
© = (es e3)¥(es= e101 ex)? = (3e} — 4) (se #2) (34 ©). 
Br : 4 + 4 


Bi: Or le second membre dé cette équation est une fonction 
symétrique de C45 Cay Cy dont il est aisé d’obtenir la valeur; on a, 
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en effet : 


: §2 
e?-+ e3> 3 = (€,+-€a-F G3) 2 (C2 s+ C2614 0162) ae 
a ee 
efe2 + ee? + ej 63 = (€26€3 + €3€; + C1 Cn)? — 261 Cn €3( C4 + Cn + C3) = Tee 
2 
erene: = 3; 
1223 ~ 167 


= ag 3 Sen 2 3 
on #2 9 23 >< 393-9 Rs S27 eee 
(Co —— es.)2 ea — €,) 216) = ea) == —— - — - — — = ———— 

(€9 3)*(é3 1)? (ey 2) 4 S 


Dés lors, si l'on pose 
A-= 16, €2— €;)2(e3— &1)?(e1 — @2)?, 


on pourra écrire A= g3— 2723. Par définition, expression A 
s’appelle le discriminant du polynome 43% — £25 — 23 (ou de la 
fonction elliptique pw). Il est nul dans le cas de dégénérescence 
(Hie ener nous verrons dans un instant qu’il est toujours diffé- 
rent de zéro pour une fonction pu non dégénérée. Si les inva- 
riants gy et gy sont réels, A est positif quand les trois racines sont 
réelles, et négatif quand une seule des racines est réelle, les deux 


autres étant imaginaires conjuguées. 


A7. Effet de addition d’une demi-période 4 l’argument de pu. 
— Dans la formule d’addition (67) faisons ¢ =, en remarquant 
que pw e,, pw =o et en tenant compte de l’expression (68) — 
de p’?. Nous obtenons 


- (€1— €2) (e1— 23) 
p(u+ ee rss eras) . 


De méme, en faisant dans la formule d’addition ¢ = w + 0! ou 
¢ = w/!, on trouve’ : = die 


(e€s— e}) (€.— €3) 


TDi) ea 
p( : S 2 pu ei, 


' oe (emer eae fhe re 
_plu+ wo!) —e= eee * =e : 


Ces formules montrent bien qu’on a Ao pour une fonction 


elliptique pw non dégénérée ; car, si l’on avait, par exemple, — 
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€; = 3, on en déduirait que pu ou p(u+w) est égal a la cons- 
tante e,, ce qui est absurde. 


48. Expressions de pu — €). Fonctions 5,, 6), ¢;. — Dans la 
formule (62) établie plus haut 


(uw + v)s(u—e) 
poe er sed a EO, 


o2us2” 


Rie Pre == 


faisons ¢ =, nous aurons 


c(u+w)c(uU—w). 
> 


Me — pie = 
} J o27us*w 


mais, d’aprés les propriétés de la fonction g, on a 
c(u +) =— e244¥#7(uU—w), 


comme on le yoit en changeant dans Ja premiére des formules (22) 
wen u—w. Ona donc 
72(u—) 


T2U.T2W 


(70) pu pia —e74u- 


On trouve de méme 
a2 / ry 
4 } _,, ot(u — Ww’) 
=O: Ui ies C2 
(70) Pp } s2 uo My’ 


Enfin, dans la relation (62), faisons ¢ = w + 0)’; il vient 
? b) 7 


‘ 


os eet ee 6 (uw + w')s(u = wo —y') 
— ) (o-E  ) S 
: } ) T2us2(w +o’) 


ou d’aprés la formule (23), dans laquelle on change u en u—w—w', 


621 — © — "sd. ) 
r 
a! 


F2U.5?2(w +’) 


(71) pu— p(w + oy’) = eta 


Les trois différences considérées sont done bien les carrés de 
fonctions uniformes. Weierstrass emploie une notation spéciale 
pour désigner ces trois fonctions. I] fait : 


ent s(w — u) 
See nie mee LS 


om Uw = 
TH 
os ents (w + w'— uw) 
(72) ou = ——_______——_-, 
: : . c(wW +o ) 
en'ug(w’— u) 
Sok = eS Gee . 


Tw’ 
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Avec ces notations, ona 


(33) : Gu \* Sou? 5 Ogu \? 
ok Du — ey = BO iii eee pu ee , 
‘ J : ou J ou J Cu 


TUT 2ZUG3U)? 


' 
y27uU = - 
} of 

2UT3U. 
eee 


(74) pu=—2 


o4us 
~ 
7 


le signe a prendre en extrayant la racine est —, comme on le voit 
en multipliant les deux membres par w* et faisant tendre w vers 
zéro. On retrouve ainsi, aux notations prés, la formule établie 
directement dans le n° 46, par la. décomposition de p'w en 
facteurs. 


49. Toute fonction elliptique /( wu) aux périodes 2 et 2w’ est 
une fonction rationnelle de pu et pu. — Nous établirons ce 2 
théoréme comme conséquence du théoréme d’addition et de la 
formule de décomposition en éléments simples (p. 37) : 


J(u) =Do+¥ [Ag(e— a) Aip(u— a) = At yu — a) oe. 


: Saks ie Nant 


so a 
la somme étant étendue a tous les péles. Tout d’abord la formule 
~@addition pour pu (n°? 45) montre que p(u— @) est une fone- 
tion rationnelle de pu et p'u. En différentiant cette formule on 
‘voit que p'(w—a) est une fonction rationnelle de pu, p'u et 
p'u; mais, comme 


i pru=6ptu—®, 

p’(w—a) est une fonction rationnelle de pu et p'u. On voit de 
méme, en différentiant de proche en proche, que p"(u—a@), ..., 
p'*-*) (uw — a) sont des fonctions rationnelles de pu et p'u. Restent 
les termes tels que (uw — a). La formule d’addition pour la fone- 
tion § (n° 44) dans laquelle on remplace » par — a donne 

I piu +pa. 


C(u—a)=Cu—la+ - x 
2 pu—pa 


on a de méme ((u—b), ..., €(w —2). Sion porte ces valeurs 


GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 61 


dans la formule de décomposition en éléments simples, on voit 


que, dans la somme 


C72) Mtge ghee Be) ae, ea Lt ese 


étendue a tous les poles, le terme en Gu disparait a cause de la 
relauon A-+B-+...+L=o et la somme (75) est une fonction 
rationnelle de pw et p/w. 

Le théoréme est donc démontré. 


Remarque. — Comme ona 
p2u= 4piu — ea2pu— g3, 


on peut, dans une expression rationnelle en p et p’, éliminer toutes 
les puissances de p’ supérieures a la premiére en remplacant toutes 
les puissances paires de p’ par des polynomes en p. On met ainsi 
toute fonction rationnelle de p et p’ sous la forme 
P(p) + p'Q(p) 
Pi(p) +p’ Qu(p): 

ou P, Q, P,, Q, sont des polynomes entiers en p. 

ats ian et divisant cette expression par P,(p) — p’Q, (a) 
et remplacant p? par sa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p’, c’est-a-dire toute fonction elliptique 


peut se mettre sous la forme 

J(u) = R(p) + p’Ri(p), 
R et R, étant des fonctions rationnelles. On observera d’ailleurs 
que la démonstration donnée au début de ce numéro n’introduit 
que des expressions entiéres par rapport a p'w; on peut donc les 


remplacer aussitot par un binome du premier degré en pw. 
De la formule précédente, il résulte 


; a Ee ae R(p) — p’Ri(p), 


car p! est impaire. En particulier, si /(w) est une fonction paire, 


f(— u) doit étre égal a f(u); R, (p) est done ER oe nul 


et Vona 


2 Su) = R(p). | 
Si f(u) est impaire, f(— w) doit étre égal a — f(w) et R(p), 


é 


- 
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identiquement nul. Alors 
J (wu) =p’ Ri (p). 


Ainsi, une fonction elliptique paire est une fonction ration- 
nelle de pu; et une fonction elliptique impaire est égale a une 
fonction rationnelle de pu multiplice par pu. 

Par exemple, p(2u), p(3m), ..., p(mu) (n entier) s’expriment 
rationnellement en.fonction de pu. On a ainsi des formules ana- 
logues a celles de la multiplication des ares en Trigonométrie, que 
le lecteur pourrait établir par l’application répétée de la formule 
d’addition. 

De méme p'/(nw) est égal a p’u multipliée par une > fences 

rationnelle de pu. 


50. Remarque sur l’intégration d’une fonction elliptique sup- 
posée mise sous la forme d’une fonction rationnelle de p et p’. — 
Soit la fonction 

f(u) = R(pu)+ p'u.Ri(pw), 


ol, comme précédemment, Ret R, désignent des fonctions ration- 
alles de pu. On aura 


“ft6u au = [Ropu du + fp'wRi(pu) du, 


La deuxiéme intégrale du second membre se raméne immédia-_ 
tement a jetweerntes d’une fonction rationnelle, car si l’on fait 


pus ¢-elle devient 
fads; 


on sait calculer cette intégrale. Pour obtenir la premiére intégrale 
du second membre, on commencera par décomposer la fonction 
rationnelle R de pu en fractions simples, en Gonsidérant pu 
comme la yariable; soit 


R( pu) =ecy+e,pu+cgp*u+,..+ cypYu 


SA ys es As is ies ; 
pu—a iC pita) 4 (puma pup oes 


~ 


Coy Cty ee sy Cyy Ay Aqy Agys5/. 5 Byovien y20y By es «chant -degemonias 
tantes. L’intégrale de la partie entiére en pw s’obtient aisément, 


7 
. 
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car on sait (n° 31) exprimer p?u, pu, ..., p’uw en fonctions 
linéaires a coefficients constants de pu et de ses dérivyées p'u, 
pu, ..., de sorte que cette partie entiére s’écrit 


Cte Cisplatin) wis Cs DU ae 
J J J 


son intégrale est immédiatement 


Cou—C;fCu+ C,pu+ Q3pu+... 


Les intégrales des termes suivants s’obtiennent aussi en décom- 
posant ces termes en éléments simples. Pour cela, on détermine 
d’abord des constantes a, b, ... telles que 


Siete ot pep; 


Nous avons donné (n° 44, formule 64) la décomposition en élé- 


4 DO stl 
ments simples de ee nous écrirons cette formule 


I - 
pu— pe = pe 


(56) [C(u—v)—C(w+v)+20e]. 


On en conclut, en changeant ¢ en a, 


du 1 F(u— a) 
faz = —— | Log ———_— + 2uCa|-+ const. 
pu—pa pa c(u+ a) ; 


Différentiant ensuite la formule (76) par rapport a ¢ et divisant 
ar p’v, on en tire la formule de décomposition en éléments 
par pP, 


simples pour eee ei différentiant, cette nouvelle formule par 
(pu—pve) 


rapport a ¢, on en tire de méme la décomposition en éléments 


simples de -+- et ainsi de suite. Dans ces formules on 


I 
(pu— po)’ 
fera y—a et Von en déduira immédiatement les intégrales 


i du f du : 
Pee ee hfe es a, 
(pu—pa) ,/ (pu—pa) 


51. Entre deux fonctions elliptiques f(w) et f,(u) aux mémes 
périodes existe une relation algébrique. — En effet, si l’on fait 


X flu). Ne re. 


X et Y sont, d’aprés le théoréme du n° 49, des fonctions ration- 
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nelles 


Ler b7dh) X= R(p;p')s Y= Ri(p, p ), 


Vid, 
des quantités pu et p'u liées par la relation 
(Gio) am p?u = 4piu— gopu— §3- 


L’élimination de p et p’ entre les relations (77 ) et (78) donne 
une relation algébrique entre X et Y 


RiGee Yoi==t02 


La courbe (C) définie par cette équation est, en général, du pre- 
mier genre (n° 13). C’est ainsi que si on fait 


LID ies c= Pols 


on aentre z et y la relation ° 
Ges eS ae 


définissant une cubique (c) sans point double, sauf dans le cas 
de dégénérescence. Les coordonnées X et Y d’un point de la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonnées & et y 
dun point de la cubique (c). 

On peut, en général, indiquer le degré de la relation entre xX 
et Y. Si f(w) est. d’ordre r et f,(w) d’ordre ry, la relation - 
F(X, Y)=o est de degré r, en X et de degré r en Y. 


En effet, X étant donné, la formule 
: X= f(u) eos 


donne, pour w, 7 valeurs dans un parallélogramme; 4 chacune de 
ces r valeurs, la formule 


Y=fi(w) 


fait correspondre une seule valeur de Y. Donc a ‘une valeur de X 
correspondent r valeurs de Y et léquation F(X, ‘Y): = 0e8t ae 
degré r en Y. On voit de méme qu elle est de degré r, en X. . 
~ Par exemple, pw est du second ordre, p’w du troisiéme; aussi 
la relation alpebeique entre ces deux fonctions est-elle du second 


degré en p’ et du troisiéme en p: 
\ * be 


5 


° 
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52. Toute fonction elliptique /(w) admet un théoréme d’addition 
algébrique. — En effet, f( wu) est une fonction rationnelle de pu 
et plu: ; 

J(u) =R(pu, p'u). 


De méme 
f(v) = R(pe, p’v). 


Formant ensuite f(w—+-v) qui est une fonction rationnelle de 
p(u+v) et p'(w+ 9), et exprimant p(u+ ve) et p'(w+ ¢) en 
fonction de pu, pv, p'u, p’v par les formules d’addition, on voit 
que f(w +) est une fonction rationnelle de pu, py, piu, p'v, 
soit 

fiutv)=Ri(pu, pe, p'u, pv). 
D’ailleurs, 
2 


52u = peu — 25pu — g: 
} 4} 827 a 


ao 
59) 
p2e. = 4 pio-— gape — &3.- 


L’élimination de pu, pv, p'u, pv entre les cing équations pré- 
cédentes fournira’ une relation algébrique entre f(u -- o), fl uw) 
et f(v). 

La réciproque de ce théoréme est vraie en ce sens que : 

Toute fonction analytique uniforme transcendante qui a un 
théoréme d’addition algébrique est nécessairement une fonction 
simplement ou doublement périodique. Nous nous bornons a 
énoncer cette proposition, dont la démonstration nous entrainerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. 


APPELL ET LACOUL. - ; : 3 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE It. 


1. Démontrer les formules suivantes que nous empruntons aux Formules 
et propositions pour l'emploi des fonctions elliptiques, Waprés les 
Lecons de Weierstrass, rédigées par M. Schwarz, traduites par M. Padé, 
(p, 12-14). 


Dégénérescence. — Quand o' = x, » étant fini-et différent de zéro, on a 


: 
TENE a 323 383 : 
(2) —)= » y= ——» Co = e3 = — ——) oi —o7 et = 0 
‘ oa a 9 o2 403 3 
20) 2. 52 82 2 §2 
ou Ti op ee ey 7 
=> —— uy, 2 —- 
Ou a) a) 3 \20 4 6 
(GP) (22) 
Fal sew inp ath pea eat Ac - 
CUS On F2®/- == sin—=* 
2, W) 
On a aussi : 
1/um\? 
(sa) UT 
cos —. 


Oru = e& 2 
Sot = 


(On le démontrera’en rapprochant les formules des n® 23 et 37). 


Formules d’addition pour pu et conséquences. 


(1) p(w see) = punt S (PREP *) pps tien: eras, 


2 OLN Du — pe, pu—pe 


Coes eS ae OPE NO ee upir’ 
J 2( pu—pey)? 
(3) ane _, (Gpre =z Te IEAN Soto Dt ache sR Se Be up'e : 


a(pu— po) 


(4) p(w ae 0) = 2PUD! = 18s) (put pe) — Gaze pup’e 
2(pu— pe)? 


: rf puxp'e]2 
(5) =; (R= [pu-pe. 


pu—pe 


- 
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6) et Ry 2(pupe—te2)(pu+tpe)—e go, p'up'e 
p(ute) 2(PUpPY + $2)? + 263(pu+ pe) 
5 ; i 2(pupe —T82)(pu+ pe) — gs 
yy) plute)+ p(u—v)= SREON TT 
. 0? 2 
%) = 2pu—z—- Log(pu—pe)=2p m 
| eae bx LaehA as pupe 2 02 
9) p(u+e)—p(u—e)= Grane an oi Log(pu—pp), 
: (pupe +82)? + 83 PUES) s 
10 es eB SL en ee PU SE ATI KO NT ete 
10) plu+e)p(u—e) Guancasint 
" pe I pe : 
= = — pase ae SNES. ee ere a Meds Sie 
LB). pr caes) lay 2 Sesame 
s be 19 uv 

{- | eee a 
| (pu— pe) 2 CPi =~ pit) als: 
s/pu—pe\2. [pi(u+ie)+ po]? 
Heal p(s). + p(+) + plu +e)] =( rd =| peo ; 
1») ae pu—p'e  —p'(w+e)—p'e 

pu—pe  plu+te)—pe 
I pu pies 
14) I pe pe =O 
: 1 p(w+e) —p'(u+e) 
2 1 iy. )2 
5) HOT EEL LE LS Og AGRE CEE 


4psu— gepu— gs 4 du2 


Par lintégration on déduit de la derniére formule 


es o'2U 57 = 1 p'u T2U ; 

E —_ = —- ==)" =—pl 
oS .72U Si, Mop eS o*u ee 
(16) 
= d3 Log Tu te q t ” 5 mw 
; SEH OP Uo ae AUS SU SOUS US USS SUT UW. 
f. 4 
| 2. Le déterminant . ; : 
. Lie Pale ep 
& hae pe sap Rts 

I pw pw 


ou u, ¥, w.sont trois variables indépendantes, a pour valeur 


29(9 —w)s(w—ujse(u—v)F(u+o+w) 
(susvow)s 
_ [Pour le démontrer, remarquons que ce déterminant, considéré comme 
ne fonction de u, est une fonction elliptique d'ordre 3 ayant le pole triple 


_ 
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u=o et les points Heevste ence: Cette fonction a manifestement les zéros 
v et w, car sil’on fait u=¢ ou u=w deux lignes sont identiques. Le 
troisiéme zéro de la fonction est donc homologue du point —(e+), ear 
la somme des zéros ne différe de la somme des infinis, qui est nulle, que 
par des multiples des périodes. On a donc 


J(u—v)o(u— w)co(u+o+w) 
Ma=€ ’ 
osu 


> 


C désignant une constante indépendante de uw. Pour la déterminer on mul- 
tipliera par v3 et l'on fera u = o. Le produit uA tend alors vers 2(pe—p), 
et le second membre tend vers 


Covows(e +e). 
Donec 


re pe— pw . Reena 
CVGWT(YV +H) 
Décomposant alors py — pw en facteurs (n° 43) on a la valeur de Cret 
Von obtient la formule indiquée }. 
Il résulte de la formule que pour u-+e+0= -o, le déterminant A’ est 
identiquement nul; la formule fournit alors une expression symétrique du 
théoréme d’ addntod de la fonction de pu. 


Pour les formules de ce genre, on consultera Hermite, Journal de 
Crelle, t. 82, p. 343; Ofueres, t. III, p. 420-424 et les Formules... de 
M. Schwarz, trad. par M. Pade, p. 16-17. 


3. Fonctions o;, +2, 73. — Les équations 
; o1u é 


ee ed Cott On 
(1) /pu—e= Bare Vpu—e.= sae 3 


? Iu —'é3 = — 
ou f 3 


oye AD 


définissent les -trois-racines carrées en fonctions uniformes de wu. Si l’on 
donne successivement a la variable u les valeurs ; 


O.=W, “O.=o+0'+ 0", wW3=W, 


on obtient les équations A be Wars oe : 


ard ok oe) en"® gw’ - Vei1— e3 G9.0 0 nee 60 Wis cia 
“y €1— C2 => = Nace eG Ta ae, €y— 63 = => a 
to Gabel age" So Le Nate cHow’ 
Pe Bee aoe en 60" ow! ese ae am eNO | 
2 é5— 6) = = — —___- é— = — = — —— 
@) ie aD at Ae OO hates ee Vea es ou" su ew” 
(a—=e, fon] w' ‘ e—1" & a” Ves es ony w! - en" wo oOo” 
: GESTS cage” x (acu, For rw a 


~ 


par lesquelles sont déterminées sans ambiguité les valeoee des six racines © . 
wo! 


carrées. Dans I’hypothése ‘que c coefficient - de v "dans — est pomtis 
wa, ; % : < E 4 o 


EXERCICE 


(ef. p. 28), on ay; entre ces radi 
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caux, les relations 


Vege 1 Veg = es, 


(3) /és— ey =— 71 fe, — es, 
¥ée— ep, =—t €4— €o. 
Relations entre les carrés des fonctions %, 5;, 42, 73, — Les relations 
9 
o>} U ‘ 
pu—e,= ~A Cait) 
2 u : 


donnent, par l’élimination de p 


ou, les formules 


Jiu — F2U+ (€x.— €3)7?U = 0, 
62uU— 67 U + (e3— €1)O2u = 0,. 
3 1 3 1 o) 
2 2 f Sey 
ojuU—oZzuU + (e€;— €2)o27uU =0, 
(@,— €3)F?U + (€3— ey) o2u + (€y— C2) TRU =O. 


Différentiations des quotients de fonctions ¢. 


(1) 
donne pour les fonctions 


Tu 


pu’ 


(2) 


pue=— 


— L’équation 


CLUS YU Sy U 
be a 
CUTUSU 


les équations différentielles suiyantes : 


:- : d 
: du 

63;) ‘ 
/ CR Miers ones 
du Gite 9% Me 


Suu O)uU 
: yu ou, 
Gulls Ss Sut Syu 
Chu o)u LU 
Chu CU WwW A OVU oS pu cy 
Syl yu Gi eu SOU ou 


Exemples de décompositions en éléments simples. 


LSS PU he ou ud oRU 
q 2pu—e, cu Gib ou 
I (eu— ey) pu Suu oyu d Su, 
Se dU TS er > ’ 
2 (pu — ey) (pu — ey) Suu Syu au Sy u 
= A d cu dt 
OE IESE ee Kp RN Pe 
pu — e) duo,u du? 


On trouvera des relations analogues dans les Formules... de M. Schwarz 


(trad. par M. Padé), p. 24-29. 


70 EXERCICES SUR LE CHAPITRE IH. 


4. Soit 9(w) une fonction elliptique du second ordre aux périodes 2 
et 2w’. Si cette fonction admet, dans un parallélogramme des périodes, 


un seul pole double w= a avec la partie principale 57 88 dérivée 


(u—a@) 

, , 4 pas r > 4 
o'(u) admet dans un parallélogramme les trois zéros a= a+, B=a+w’, 
y=a+w+ow’etlona 


do \? ; 
2 (FE) = Lelu)— ela] [e(u) = eB) Lem) — eI 


[ Ces théorémes se démontrent soit en exprimant 9(uw) a l'aide de pu 
o(u)=Ap(u—a)+B, 


soit en remarquant que 
g(2a—u)=9(U), 
dou, en différentiant, 
o(2a—u)=—¥'(u); 


relation qui montre que 9’(w) s’annule pour u= a, us ~, u=y, car elle 
donne, par exemple, 9'(2) =— 9'(a).] 

Si la fonction elliptique Y(w) a, dans un parallélogramme, deux poles” 
simples a et b, de résidus A et —A, t'(w) admet dans un parallélo- 
gramme quatre zéros : 


a+b a+b 
Tie ’ Uy = + w, 
2. 
a+b ; a+b : 
U3 = ; TG), 5 uy, = se aly 
2 2 


4 


et Pon a ‘ 
A(SE) = [Y(w) — Hany] [¥Ce) = ¥(aaa)] 
% [9 (w) = Y(us)] [Y(e) — YOu]. 


[On le démontrera en établissant la relation ® 


via +b—w)=%(u) 
et, par différentiation, rope § 


W(a+b—u=—Y(u)] 


5. Démontrer que l’on a, quels que soient les arguments a, b, c, d, a 
relation 
g(a+b)c(a—b)c(e+d)c(e —d) 
+o¢(a+c)¢(a—c)¢(d+ b)c(d—b) 
+¢(a+d)s(a—d)c(b+¢)o(b—c)=0, 


désignée quelquefois sous le nom d’équation a trois termes. — [ nite 
résulte de Videntité 


(A—B) (C= D)4 (A 0) (D= Bee Gh Dye eye 
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ou Von fait 
A = pa, Bem poi, Core. Di=pad 
et de la formule 


c(u+)c(u—¢) | 


S*US*? 


pu—pere=— 
6. Démontrer qu'il existe une relation linéaire et homogéne entre les 
fonctions 
o(u+a)c(u—a), c(u+b)cr(u—b), o(u+c)o(u—e). 
[La fonction 


Po(u+,b)o(u—b) + O0(u + e)c(u—c) 
G(u+a)c(u—a) 


est une fonction doublement périodique ayant deux poles dans un parallé- 
logramme des périodes; on peut déterminer le rapport des constantes P 
et Q de facon que le numérateur s’annule pour u= a; P et Q étant ainsi 
déterminés, la function se réduit a une constante. 

On retrouve ainsi la relation précédente. } 


—— 0 
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pw LORSQUE w EST REEL 
ET w’ PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS. 


53. Dans la théorie générale que nous venons d’exposer, les 
périodes 2 et 2m’ sont des constantes imaginaires quelconques, 
assujetties ala seule condition que leur rapport soit imaginaire. 
Un cas particulier des plus importants, qui se présente fréquem- 
ment dans les applications, est celui ot Pune des périodes 2 est 
réelle et l'autre 2w', purement imaginaire, c’est-d-dire égale au 
produit dez par un nombre réel. Comme on peut toujours changer 


5 p 5 2’ so ; 
le signe des périodes, on peut prendre 2w et — positifs; il en 
be ' L 


= : 
résulte que, dans le rapport =, le coefficient de ¢ est positif. 

Pour que ces hypothéses soient réalisées, il faut et il suffit, 
comme nous allons le voir, que les racines @,, @2, ¢3 soient réelles; 
et _c’est précisément a cette circonstance qu’est due Pimportance 
pratique de ce cas, que nous allons étudier en détail. 


t 


: : (7) oe, 
I. — VALEURS RE&LLES DE PU QUAND » ET — SONT REELS ET POSITIFS. 
t , 


. 


ae Les invariants ¢, et ¢; sont alors réels. — Sil’on suppose w 


et = > réels et positifs, les invariants 


ui 

So Dena. ys 3 £37— 2? oy. — 

(1) 7 os we 

w=ImMmw+2n w’ 
_* 

sont réels. En effet, 4 toute valeur imaginaire de correspond 
pour une valeur 1 imaginaire conjuguée, puisqu’en changeant le 
sighe de n on change le signe du coefficient de ¢. Dans chacune— 


des séries précédentes, les termes qui correspondent a a deux valeurs” 
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imaginaires conjuguées de « ont une somme réelle :.on en conclut 
que £2 et gs sont réels. 


5d. Valeurs réelles de argument. — En raisonnant de méme 
pour chacune des séries 


pu} [= - a): Pit ow : 


a? 
u wed | (1 — wt w? fad (UL — 3 


ou l’on suppose uw réel, on reconnait que pu et pu sont.réelles 
quand argument u est réel. 
Les valeurs de u qui rendent-la dérivée nulle ou infinie sont de 


la forme 
mw + nw’, 


m, etn, étant des nombres entiers. 


1° Lorsque u croit de o aw par valeurs réelles, p’u varie d’une ° 
maniére continue et ne change pas de signe; pour wu positif et trés 
petit, pw est trés grande, en valeur absolue, et négative puisque sa 
partie principale est : 

2 . 
us’ 
pour uw, pws’annule. * 

Donec, quand wu croit de o a w, la dérivée est constamment 
négative, et elle passe par toute valeur négative; la fonction pu 
décroit constamment depuis +  jusqu’a pw = e,. Cette valeur e, 
est réelle. 

L’équation 3 

p?u= 4qpru— gepu— g3 


montre alors que w croissant de o aw, c’est-a-dire pu décroissant 
de ++ 4 e,, lepolynome 4 p?u— g, pu— gy nes’annule que pour 
u=w), c’est-a-dire pour pu = e,. Le polynome 423— gor — gy 
n’a done pas de racine réelle supérievre a e, : la plus grande 
racine de ce polynome est la valeur que prend pu, quand u égale 
la demi-période réelle. - 

Liargument w variant toujours de o aw, p’u est négatif, et l’ona, 
en extrayant la racine, 


pu=—V4ptu — gapu— és 
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ou, en posant v = pu, 


du = — ————____- 
J 


Comme x décroit de +0 a e,, quand u croit de 0 4 w, oma, en 
intégrant par rapporta wu de o a w et par rapport a x de + a e;, 


wo = : 
jee SS &2 Xu — §3 


1 


par valeurs réelles, 


2° Supposons maintenant que w est réel, mais n’est plus compris 
entre o et w. Les égalités 


p(i—u) = pu, p(-—u)=—pu 


montrent d’abord que, quand w varie entre — w eto, pu est réelle 
et plus grande que e,, p'u est positive et prend toutes les valeurs 
positives. 

Or, on peut toujours ramener un argument ial a étre compris 
entre — w et, en retranchant de cet argument un muluple de la 
période 20; Es résultats précédents s’énoncent ainsi : 


Quand Vargument uest réel, la fonction puet sa dérivée p'u 
sont réelles. La valeur de puest plus grande que e, et le signe 
de p'u est celut de (—1)”"*', siVona 


Mo HuU<(M+1)o, 


m étant un nombre entier. 


&. 


56. Argument purement imaginaire. — Quand l’argument u est 
purement imaginaire, la fonction pu est réelle et pu, purement 
imaginaire. C’est ce qu’on voit immédiatement en se reportant 
aux séries. En effet, si lon fait w =e, en supposant » réel, la 


série pu donne 
Beek, I : I I 
iv|w, wo’) =— — +») fee 
Peele ) 2 Fes: =| 
one aed > I I 
Sita a (e+ iw)? (tw)? 
Dans. cette derniére série, iv = 2miw + 2m'iw'; elle définit 


donc, au signe prés, la fonction pr construite avec les périodes 
\ 
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iw’ ett, ou avec les périodes — iw’ et (w, car on peut changer 
le signe d’une des périodes. On a donc 

. ; ii 2m: ‘ 
(2) ple], w=— ple oe eo) 
7 l 
= . . - . ? . / an Ny 9 7 9 . Ui 
La fonction p(ie|w, o'), o& Pargument est purement imagi 


naire, est ainsi ramenée a une autre fcnction p a argument réel ¢, 
; p ee ow! F ae 
construite avec les périodes - et tw dont la premicre est enccre 


réelle et la seconde purement imaginaire avec un coefficient de ¢ 
positif. Done, quand u est purement imaginaire, pu est réelle. 
Cette formule (2) est un cas particulier des formules d’homo- 
généité établies au n° 36+: on Pobtiendrait en prenant p= 0. 
Les nouveaux invariants relatifs aux nouvelles périodes 2 et lw 
se déduisent des expressions (1) en y remplacant par in; ils 


sont donc égaux a g» et a — gy. On peut done écrire aussi 


(3) P(W; £2, 83) =— p(03 82, — B3)- 


Si Pon prend les dérivées par rapport a ¢ dans les relations (2) 


et (3), ona 
Wise: ) 
Sa a SUE 
L / 


p (ie; Be; Fs) = =P (9; &2, — &3)- 


p(t | w, wo’) = tp’ (c 


. . fe 
Done uand uw est purement imaginaire, pu est purement 
? : dD 7 
imaginaire. - 


: ww” : Eds x : 
La fonction y = p Ges ») = p(t; 82, — gs) vérifie equation 


= dy\?"_, 
(a) Se Pre Wy te Bay as 


le polynome en y qui est dans le second membre admet pour 
racines — ¢,, — @,, — é3. D’aprés ce que nous avons yu dans le 
numéro précédent, quand ¢ varie par valeurs réelles de o a la demi- 


, 
te: <. pat ar ee (8 ae : : n 
période réelle Sal la nouvelle fonction pu décroit constamment 
SOT Oa! tC. i 
par valeurs réelles de +- a p (S|5; iw) qui est la plus grande 
racine —e; du polynome 4y*?— gov + gy; e3 est donc réel, et 
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Von a de plus isk, See ae Rane So 


eR SOV ie at te 
(4) ee : | 
—€, V4 y*— Bay + 83. miiow % 


. ‘ : an ee al 


ac oS ° ote gee 
Done, quand wu =p varie par valeurs purement imaginaires 
4 , w! 1 a i : 
ses iw)> =X 
crott constamment par valeurs réelles de —o a plo! ie “ti ee 
c’est-a-dire de —o a la plus petite racine ey du polymatiae 
: 4zi'— got — gs. : tp Sie 
ee Dune fagon générale, en appliquant a la fonction p(e ie a ») Shes 


deo aw’, la fonction x = p(ul@, w'), qui est ceale® A—p Gr 


asa decives ce que nous avons vu dans le 1 numéro précédent, pour - 
_un argument réel, on a le résultat suivant : : ? 


~ Quand Parg ument w est purement imaginare, la fon 
tion pu est réelle et pu est pur ement imaginaire ; la valeur 


la fonction pu est négative el toujours inférieure a eas 5 


; ale signe de Gare sitiorn.ac ose oe ee 
. : ee | ‘ ie re Sayer 
m= oS p<imene sed si eae 
5 ere re i EEN see wi BS kc, ae 
m. 1 étant un 1 nombre entier. nah AS wk chtt Pe a See ee Oe 


m2 = Sas. ean Sebastes sos, Poi rae 


te 37. ‘Racines C45. Cn, ovat —s Para les 
ere = 8a, la ue grande et la plus 
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d@autres valeurs de Pargument faisant prendre a la fonction des 
valeurs réelles en considérant les dévelcppements. de p(u—+w’) 


et de p(u+). 


> Argument u+w', u étant réel. — D’aprés la définition 
méme de pu, ona 
I I 
plu eS oa po => F ut — -U-) — yoo’ )2 sree cow , 
Nii ale Oy sg teen ce cascclae 1 ei 
Yi aah Se clone be mening 


Lorsque wu est réel, si l'on change y en — y dans un terme ima- 
ginaire de la série, on obtient un autre terme imaginaire conjugué 
du précédent et la somme de cés deux termes’ est réelle. Donec 
p(w+w) est réelle quand wu est réel. On voit, de méme, que la 
dérivée 


, ’ oN I 
p(u+w')=—2 lat: 
(iu — pw — ye-)* 


- est réelle. 

Quand w croit par valeurs réelles de 0 4, u-+-w’ varie de w! 
aw+w' et p(u-+w') ne devient ni nulle, ni infinie, sauf pour 
les valeurs extrémes qui annulent toutes deux p'(w—+-w’). Ainsi 
p'(u+o') garde un signe constant : p(uw—+-w') varie toujours 
dans le méme sens. Or, la valeur de cette fonction pour u =o 
est 3; pour u =, elle est e€; > e3. Done p(u+ wo’) croit cons- 
tamment de e; a ey. 

D’aprés cela, le signe constant de la dérivée est le signe 2 
Comme cette dériyée part de zéro pour revenir a zéro et reste finie, 
elle a un maximum. ; 


Ainsi, quand u crott deo aw, p(u+w’) est réelle et croit 
de €, a es; ladéerivée p'(u +’) est reelle, positive et inférieure 
aun certain maximum. + 


. On en conclut une seconde expression de la période réelle 20. 
En effet, en faisant 
plu+ w’)=2, 
ona. 
dx 


26 
Vv 4a? — 822 — &3 
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el quand w varie de o aw, # varie de e; 4 e, par valeurs réelles ; 
on a done, en intégrant par rapport aude oaw, et par rapport 


az de és; a ez, ; 
4 dz 
a= oo 
es V4 T= S212 % a 53 
.2° Argument tt —w, t étant réel. — Considérons enfin un 


argument de la forme — w + /t, ¢ étant réel. Dans la formule 


7g , w’ é 
p(w lw, w')=—pl(e|—+> ew), 
l 
faisons tv = — ow + Ue, 
: , 
. rea Ae ee 
p(—o + it|o,w =e p(e4 iw = s in): 
Z ) ; 
+ \ 


la fonction qui est dans le second membre rentre, a un change- 
ment de notation prés, dans le cas précédent. 


Quand ¢ varie deo a —) cette fonction varie constamment dans 
le méme sens: il en est de méme de la fonction p(—o+/t|w,o’); 
or, cette fonction part de ey pour arriver a e,; élle décroit done 
constamment. Sa dérivée prise par rapport a ¢, 7 p(— w 4+ tl|, wo’) 
est négalive, et, comme elle part de zéro’ pour arriver a zéro, elle 
reste supérieure a un certain minimum, : : 


Ui 
. . . eee: . , a x 
Ainst, quand tvarie de 0 a = p(—w + tt) décrott dee, des; 


tp'(—w +t) est négative et reste supérieure a un certain 
minimum. 


-Comme 
p(w + lt|o, wo’) = p(—w+ it{ ow, ow’), 


le méme résultat s’applique aux fonctions 


p(w +it) et ip'(w + it). ¢ 


Remarque. — Nous venons de trouver des yaleurs de u pour 
lesquelles la valeur de la fonction pu est réelle et nous avons déja 


t 


: Se 5) 
reconnu que, dans le cas actuel ot les quantités w et = sont 


réelles, la fonction pu peut prendre une valeur réelle quelconque. 
Les autres valeurs de l'argument, pour lesquelles la fonction 
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prend des valeurs réelles, peuvent se déduire des précédentes; il 
suffit de remarquer que l’équation 


pu—pe=o0 
entraine (n° 43) 
Uc EAS? 


=a ? 


a des multiples prés des périodes. 
e 
59. Résumé. — Considérons le rectangle de sommets 0, , 
: ee ats ° 
o +o’, wo’. Quand l’argument wu décrit le contour de ce rectangle 
dans le sens 0, w, w+’, w’, 0, la fonction pu est réelle et 


diminue constamment de + 0a —o: 


be Sao u vade o ausommeto, pu est réelle et décroit de + o 
ae; puest négative. 
2° Quand uw ya dew aw’, pu décroit de e, a es; p'u est pure- 
ment imaginaire positive. 
3° La variable wu allant de « oto aw’, pu décroit de ey des; 
p u est réelle et positive. 
4° Enfin wv revenant dew! a0, pu décroit.de e; 4 — ©; p'u est 


purement imaginaire négatiye. 


4 


En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire. 


Il. — Erupr be LA CUBIQUE DEFINIE PAR LES KQUATIONS 2 = pu, y= plu. 
LEMNISCATE. 
équation 
(1) J? = havi — $24 — §3, 


ou g, et g3 désignent des constantes données quelconques. On 
démontre, en Géométrie analytique, que lon peut, par une pro- 
jection centrale ou perspective, ramener l’équation de toute 
courbe du troisiéme ordre a cette forme. 

Construisons la fonction p(w; g2, ¥3) (ef. n° 34); nous pour- 
rons exprimer les coordonnées d’un point de la courbe (1) en 
fonction d’un paramétre uw, en posant 


Semin eapu, y=pu. 
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A chaque valeur de u répond alors un point (réel ou imagi-_ 
naire) dela courbe, car les fonctions p et p’ sont uniformes : ce 
point reste le méme quand on ajoute a u des multiples des pé- 
riodes 20 et 20’, Réciproquement, a chaque point (a, y) dela 
courbe répond, dans un parallélogramme des péricdes, une seule 
valeur de u. En effet, x étant donné seul, ’équation 


r= pu . 


donne, pour,w, deux valeurs wu, et —u, et toutes les valeurs 
homologues : comme la fonction p'u est impaire, a ces deux 
systémes de valeurs de wu, correspondent deux valeurs de y égales 
et de signes contraires; ce sont les deux valeurs que lon trerait 
de Péquation (1). Si Pon fait choix d’une de ces valeurs de y, il 
lui correspond done une seule valeur de wu, uw, par exemple, et les 
valeurs homologues. La proposition est établie. . 

On a ainsi une représentation paramétrique parfaite de la 
courbe. . 


61. Condition pour que trois points soient en ligne droite. — 
Soient M,, Ms, Mj les trois points ot une droite quelconque 


a 
4 


y—arz—b=o 
coupe la courbe. Les valeurs u,, U2, Us, situées. dans un parallé- 
logramme élémentaire et correspondant a ces trois points, sont 
racines de l’équation 
5 pu—apu—b=o. : 


Le premier membre de cetle équation est une fonction ellip- 
tique d’ordre 3; elle a, dans un parallélogramme élémentaire, 
trols Z6r0S Uy, U2, Us et un infini triple homologue du point 
u = 0; d’aprés le théoréme de Liouville, on a done 


(3) Uy + Ug + U3 = 2NwW+2N'w’, 


net n' étant des entiers. 


Cette’ condition, qui est nécessaire pour que les trois points 
correspondant a u,, Us, Ws Solent en ligne droite, est suffisante. 
En effet, soient M,, Mz, M, les trois poits correspondant aux 
trois valeurs U4, U2, Us. Joignons les deux premiers par une droite. 

: : mi 
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et appelons Mj le point ot cette droite coupe la cubique et w, le 
parametre correspondant. Les trois points M,, Ms, M), étant en 
ligne droite, ona 


Uy + Ug + Uy =2Mo +amM'wW’, 


m et m’' entiers. En comparant a la relation (3) supposée vérifiée, 
on voit que wu, ne différe de ws que par des multiples des périodes; 
donc M, i voids avec M, et les trois points considérés sont en 


o& 
ligne a oite. 


62. Formule d’addition. — La relation (3) permet de retrouver 
la formule d’addition de pu. Si lon appelle wu et ¢ les paramétres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les deux 
premiers correspond a la valeur — (uw + v) du paramétre. 

D’aprés cela, les abscisses des trois points dintersection de la 
cubique avee une droite peuvent étre représentées par 


pe, pu, p(ut+e); 
et les ordonnées par 
pve, pu, —p(u+e). 


L'équation aux x des points d’intersection est 


Fir) =423—- g4— g3;—(axr+b)=0. 


2 


. Tm a . 
On voit d’abord que la somme des racines est Z ce-qui donne 


la relation 
a’ 
putpe+p(ut+e)= fa 


a laquelle il faut joindre lune des suivantes 


—pu—pe  —p(urer)—pe  —p'(w+eo)—p'u 
— pu-—pe plu+ve)—pe  —— p(u+e)—pu 


obtenues en déterminant le coefticient angulaire de la droite au 
moyen des coordonnées de deux de ses points. 
En éliminant a, on trouve le théorame d’addition 
1g EO ia 
pu+pe+plu+e)=- ae) . 
; 4\ pu—pe 
On peut déduire de la méme équation F(x”) =o une autre for- 


APPELL ET- LACOUR, : ’ 6 
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mule d’addition donnant une expression du produit 
(pu—pe) [p w+ o)— ppl, 
qui est trés souvent utile. Posons” 
L1,= pe, L,— Pu, e3 = p(te-- 
nous aurons Videntité 
4ai— goa— 83—(ar+b)y=4(x — 2) (L™ x2) (2 — 23). 


Prenons les dérivées des deux membres, puis faisons #2 = 7, 


nous trouverons 


1229 — So— 2a(a9,+ 6) = 4(%2.— 2) (e3— 2), 


ou, en introduisant les valeurs de la fonction p et se rappelant que 


< I 
p'e = Op?e — > 82, 


2(pu—pe)[plute)—pe]=p"»e—ap's, 
pepe 
~ pu—pe 


En particulier, sia =o, on a légalité 
’ ’ 5 
pe = (L_— | ) (23— Ly )y 


qui donne une interprétation géométrique de la dérivée seconde p'v 
et permet de trouyer son signe quand elle est réelle. 
Pp L 


Addition d’une demi-période. — Ces considérations donnent 
une signification géométrique simple aux formules d’addition 
d’une demi-période établies dans le n° 47. On les obtient en cou- 
pant la courbe par une sécante passant par un des points ot elle 
rencontre axe Ox. Ces points A,, Az, A3 ont pour coordonnées 
¥ = 0; avec 

Ley, = @a, r= €3, 


Us correspondent aux valeurs w, w + w’, w’ de Varoument uw. 
; , g 
Si done on coupe par une sécante joignant le point 
? 


AY Gr 07 == 161) 


correspondant a la valeur w du paramétre, 4 un point M’ de la 
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courbe correspondant a la valeur u du parameétre, cette sécante 
coupe la courbe en un troisiéme point M’ correspondant a une 


valeur wu’ telle que 
Otutu=2nw + 2n'w’, 


et, en négligeant des multiples de périodes, on peut prendre 
u =~ (u-+w). Ainsi les abscisses des points M’ et M’ sont 
Giese "= p(u+ w). 


' 


D’autre part, en coupant la courbe 


y*= 4(@— ey) (e%— e2) (4% — es) 
par une sécante issue du point A, 
y= m(x— ey), 


on a, pour déterminer les abscisses x’ et x”, Péquation 


m? (x2 — e,) = 4(x— eg) (& — e3). 


Si dans cette équation on considére x —e, comme l’inconnue, 
le produit des racines (x'— e,) (2 — e,) a pour valeur ‘ 
P , Dt 


(xv'—e,)(x2" — e,) = (e,— €2) (1 — @3). 


On a done, d’aprés les valeurs de z’ et x", 


[pu — e,|[p(u+w) — ey] = (e,— e2) (e4— 3), 


ce qui est une des formules établies dans le n° 47. On obtiendrait 
de méme les deux autres en coupant par une sécante passant par 
lun des points A, ou A;. 


Transformations birationnelles de la cubique (1) en elle- 
méme. — Signalons encore une conséquence géométrique impor- 
tante de la formule d’addition. Soient (2, yo), (x,y) et (41,41) 
les coordonnées des points de la cubigue (1) correspondant res- 
pectivement aux’ arguments a, u, u-+a. D’aprés la formule 
Waddition, x, et y, sont des fonctions rationnelles de xz et y dont 
les coefficients dépendent eux-mémes rationnellement de zo et 79, 
soit 


(4) 


v4 


R(2, 73 Zo, Yo), 
Hrs SL, S75 Lb, Vo): 
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En écrivant u=(u-+a)+ (—a), on voit, de méme, que % 
et y sont des fonctions rationnelles de x, et y,;, dont la forme est 
évidemment 
(5) xv = Rm, 15 Lo, — Jo); 

VY =S8(H1, 15 Lo. — Yo)» 

Ceci posé, maintenons fixe le point (29, jo); quand le point 
(x,y) décrira la cubique (1), le point (2,, 9) défini par (4) 
décrira manifestement la méme courbe; inversement, si (2, 1) 
décrit (1), le point (aw, y) défini par (5) décrit encore la méme 
courbe. On dit que les formules (4) et (5) définissent une trans- 
formation birationnelle de la cubique (1) en elle-méme et lon 
démontre que, sauf pour des valeurs exceptionnelles du rapport 
g3: 3) toute transformation birationnelle de la cubique (1) en 
elle-méme est définie par Pune des formules 


° wme=tuta 


(cf. Appeit et Gounsar, Théorie des fonctions algébriques et de 
leurs inlégrales, Paris 1895, p. 295 et 474). 


63. Tangentes menées d’un point de la courbe. —— Menons la 
tangente a la courbe au point dont le paramétre est wu, cette tan- 
gente rencontre encore la courbe en un point; soit ¢ le paramétre 
de ce point. On a, d’aprés la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 

P+2U=2nw +2n'w', 


On.en déduit 
? 2nw 4-2n' ow! 


“w= — — | 


2, : 2, 
{ 


Dans cette formule, on peut donner an et n’ toutes les valeurs 
entiéres; mais deux valeurs de w qui diflérent par des multiples 
de 2 et 2! donnent le méme point de la courbe; il suffit done 
de donner an et n’ les valeurs 0 et 1 associées de toutes les 
maniéres possibles. On a ainsi les quatre valeurs de wu : 


° v ° é e / 
0 a a CRO Spe eg rie OO et eee ty CN) te 
2 2 2 2 


Done, par un point pris sur la courbe, on peut lui mener, en 
général, quatre tangentes distinctes de la tangente au point consi- 
déré. | 
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Points d’inflexion. — ‘Comme autre application, cherchons 
les points d’inflexion. Si wv est le paramétre d’un point d’inflexion, 
la tangente d’inflexion coupe la courbe en trois points confondus 
avec celui-la; il faudra donc faire dans (1), a des multiples prés 
des périodes, 

Uy) = Ug= U3 =U; 

Pou ; 
2nNw + 2n' wu)’ 
ua = rads Spee CS . 

Dans cette formule, on peut donner an et n’ toutes les valeurs 
entiéres; mais deux valeurs de wu qui différent par des multiples 
de 2 et 2w' donnent le méme point @inflexion. Il suffit done de 
donner a n et n!' les valeurs 0, 1 et 2 associées de toutes les 
mamiéres possibles. On trouve ainsi neuf points d’inflexion dont 
les paramétres sont donnés par le Tableau suivant, ot Un,n désigne 
la valeur de w correspondant a un choix déterminé des entiers n 


U 
(1 oat | aed 
2.0)" 4’ 
tog = Oo, LZ inerrant lo 2= => 
3 3 
20 20 + 20)’ 20 + 4’ 
MO Oy a MGS Aaa Senay oe se? Oo 
3 : 3 : 3 
: . 
4w 4 -+ 2.0" gw + gu’ 
UD Sa arene, hear aaa LL a reer OE TRS 3 
5 3 3 


Ces points sont trois 4 trois en ligne droite; la droite, qui joint 
deux quelconques d’entre eux, passe par un troisiéme; on a, par 
exemple, 

Ugo Uy 1+ Ugg = 20) + 20)’, 


Le premier point Wo.) est rejeté a V’infini dans la direction 


de Oy. 


64. Condition pour que 37 points de la cubique soient sur une 
courbe d’ordre n. — Cherchons d’abord la condition pour que six 
pots de la cubique soient sur une conique. 

Si Pon coupe la cubique par une conique 


Aw? + Bay + Cyt+ 2Dxv+2Ey+F=o0, 


Péquation qui détermine les paramétres des points d’intersection 


sobtient en remplacant # et y par pu et par p'u. Le premier 
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membre de cette équation est une fonction doublement périodique 
qui, dans un parallélogramme élémentaire comprenant lorigine, 
admet zéro comme pole d’ordre 6 et n’admet pas dautre pole; 
Véquation posséde done six racines (n° 38 et 39) et la somme de 
ces racines est nulle, a des multiples prés des périodes. 

Ainsi la condition nécessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les parameétres de ces six points 


vérifient Végalité 
Ug Up Ugh ie Leg. = a vd Ts 


La condition est suffisante, car si elle est remplie, la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en un 
sixiéme point dont le paramétre wi, est congru a Ug. 

On obtiendrait, de méme, la condition pour que 37 points de 
la cubique soient sur une courbe d’ordre n. Cette condition est 


U4 Ug Fe e-. t Ugn = 0; 


ott, comme dans tout ce qui suit, le signe = indique que l’égalité 
a lieu a des multiples de périodes pres. 

Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnée en 
neuf points qui doivent étre assujettis 4 une condition, puisque, 
par neuf points donnés, il ne passe, en général, qu'une seule 
cubique. Le théoréme précédent exprime cette condition de la 
facon la plus simple. 

Ce théoréme a de trés nombreuses applications géométriques, 
nous en donnerons seulement quelques exemples. 


Applications. — 1° Lorsque six des néuf points d’intersection — 
de deux cubiques appartiennent 4 une méme conique, les trois 
autres points sont en ligne droite. 

En effet, soient wy, U2,..., Uy les paramétres des neuf points 
suivant lesquels la cubique donnée est coupée par une autre 
cubique, ona la condition 


Uy + Ue se Ug in te Uh = 0. 


Supposons que les six premiers points appartiennent a une 
méme conique, on aura cette autre condition 


Uy Ue... 4 tg =O, 
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et l'on déduit de ces deux conditions l’égalité 


Uz + Ug + Ug=O, 


qui exprime bien que les trois derniers points sont en ligne droite. 
Le théoréme est donc démontré. 
2° Si lon considére une conique variable passant par quatre 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joit les deux 
points d’intersection mobiles passe par un point fixe de la cubique. 
Solent Wy, U2, U3, U;, U5, Ue les parameétres des six points d’in- 
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 


Posons 
uy, i Uy + U3 + Uy S05 


¢ est une constante. La relation qui exprime que les six points 
considérés de la cubique sont sur une conique devient 


Pie We We Oe 


elle exprime que les points dont les paramétres sont w;, Ug et 9 
sont en ligne droite. Comme ¢ est le paramétre d’un point fixe, la 
proposition se trouve démontrée. 


Courbes de contact. — Les applications suivantes sont relatives 
“a des courbes de contact, c’est-a-dire a des courbes qui ont avec la 
cubique plusieurs points d’intersection confondus. 
3° Considérons d’abord des coniques trois fois tangentes at la 
cubique; si ’ondésigne les paramétres des points de contact par 
Uy, Us, Wy on doit avoir. 


; 2Uy + 2a + 2lg=—I2nw +2n'w', 
ou bien 
Uy gt U3;=no + nw’; 


il suffit de donner A chacun des nombres entiers nr et n’ les valeurs 


de o et 1. 
Si l’on prend 


Pégalité exprime que les trois points sont en ligne droite. C’est 
le cas ot la conique se réduit 4 une droite double; écartons ce cas; 
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il reste trois familles de coniques correspondant aux relations 


U4 4- Uo U3 =, 
! 


Uy + Ug+ 43S. 


UAH a + Us =O +O. 


On peut donc choisir arbitrairement deux des points de contact 
pour chaque conique d’une famille. Prenons une conique, de la 
premiére famille par exemple; si l’on fait passer une conique par 
les trois points de contact u,, U2, Us, elle rencontrera encore la 


cubique en trois points uj, wy, w, et l’on aura 


Uy Us+ Us+ ui, + up, + u, = 2nw + 2n'w, 


De cette relation et de la condition déja vérifiée par w,, U2, Us, 


on déduit 
UW, + uy, +us,=%, 


et Pon voit que les trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d’une conique trois fois tangente a la cubique.appartenant 
a la méme famille. 

4° Cherchons encore les points de la cubique ou la conique oscu- 
latrice a un contact du cinquiéme ordre, ou, ce qui revient au 
méme, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 


fondus. 
On doit avoir pour le paramétre du point de contact 


6u=2anwo+a2n'o’ 

ou bien 

n oath "hax 7% 
be na ME eh at hy 

Chacun des nombres entiers n et n' peut prendre toutes les va- 
leurs de 0 45, ce qui donne 62 = 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points dinflexion qu’on 
obtient en considérant les tangentes Winflexion comme des droites 
doubles, puis | 

62— 32= 27 
points de contact de yéritables coniques surosculatrices. Ces 
points (appelés points sextactiques) sont six par six sur des 


< . 


coniques. . 
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65. Cas particulier ot w et = sont réels. Forme de la courbe. 
Nature de Vargument donnant des points réels. —— Nous allons 


3 5 : ; ‘ o - 
maintenant examiner le cas particulier ott w et — sont réels, de 


facon A avoir une représentation géométrique des résultats du 
paragraphe précédent. Dans ce cas, la courbe a pour équation 


V2 = 4? — S,4— F3= (#4 — e,) (4% — €2)(%@ — €3), 


‘oul @;, @, e; sont réels et rangés par ordre de grandeur dé- 
croissante, Pour que y soit réel il faut que .r soit compris entre é€3 


Fig. 5. 


et ey ou plus grand que e,. On voit immédiatement que la courbe 
est formée d’un ovale A;A, et d’une branche infinie A, de nature 
parabolique, sur laquelle la tangente tend a devenir paralléle a Oy 
(fig. 5). 

- Cherchons quelles valeurs il faut donner a u pour obtenir les 
points réels de la courbe. D’abord, pour obtenir les points de la 
branche infinie, il faut donner a w des valeurs faisant varier x de 
e, i-+-2, c’est-a-dire des valeurs réelles. Puis,. pour obtenir les 
points de ovale, il faut donner a wu des valeurs faisant varier 

de ey a és, c’est-a-dire des valeurs de la forme u—+-w’, wu étant réel. 
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On peut facilement suivre sur la courbe la marche du point 
(x,y) quand argument prend ces deux systémes de valeurs. 
Supposons d’abord w réel; il suffit, 4 cause de la périodicité, de 


le faire varier de — a—+-w, en remarquant que des valeurs de u 
égales et de signes contraires donnent des points de la courbe sy- 
métriques par rapport 4 Ox. Quand u croit de o a w, x décroit 
de +2 ae,, y croit de — ao: ona donc la branche infinie de 
courbe située au-dessous de Ox et venant aboutir au point A, 


dont les coordonnées sont e, et o. Au point A, la Llangente est pa- 


£ 4 5 dx d 
rallele a Oy puisque — = p'u s’'annule pour u=w et que oY ne 
¢ du : du 
s'annule pas pour cette valeur. Quand wu varie de o 4 —w, on 


obtient la branche de courbe symétrique de la précédente par 
rapport a Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
donnée par des valeurs réelles de Pargument. 

Supposons maintenant l’argument de la forme u + wo)’ ‘et faisons 
varier Ww, par valeurs réelles, de 0 4 w; x croit de e; A e,; y est 
positif, varie d’une maniére continue et part de zéro pour reyenir 
a zéro. On a donc la branche de courbe située au-dessus de Or 
et allant du point A; (e3, 0) au point Ay (és, 0); les tangentes 
en A; et A, sont paralléles 4 Oy. L’argument étant toujours de 
la forme u-+ w!, en faisant varier w par valeurs réelles de 0 4 —w, 
on obtient le deuxiéme are de l’ovale symétrique du premier par 
rapport 4 Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme u + 0’, u réel. 


Tangentes paralléles a Ox. Signe de p'u. —Comme ona 
¥ =p 4, les valeurs de u correspondant aux points ott la tangente 


Sis : : se CY 
est paralléle a Ox sont racines de ’équation — =o ou p’u =o. La 


Cin 
fonction p'w, qui est paire et d’ordre 4, a, dans un parallélogramme, 
quatre zéros deux a deux égaux et de signes contraires. Il y a done 


sur la courbe quatre points ot la tangente-est paralléle 4 Ow. 


Deux points, les points B, et Bz, sont seuls réels : en effet, les | 


: ; ; 3 ; ets! 
abscisses de ces points sont racines de l’équation on =o ou, d’a- 


prés l’équation de la courbe, 127*—— gy = o. Cette équation, dont 
le premier membre est la dérivée du polynome 423 — gor — gy, 


a une racine « entre e, et é, et une autre 6 entre @) et @3; cette 


derniére seule donne des points réels B, et By. 


. 
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Liidentité 2 p’u = 12 p? u— go = 12x27 — gy donne le signe de 
p’u. Sur la branche infinite, 7 >, p'u est posituf. Pour lovale, 
sur l’arc B, A, B,, p’u est négatif, car x est alors compris entre 
les deux racines « et 8 de 12%?— gy; sur larc B,A;By, p'u est 
positif, car x est inférieur a 6. 

Tangentes menées par un point de paramétre v. — Nous 
avons yu que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du paramétre 

oF v By v 


—- —++o0, —f4+0, —-+0+w0’ 
Pats 2 2 


On peut donc, par un point P pris sur la courbe, mener quatre 
tangentes, en général distinctes de la tangente au point considéré. 
alls ’ 5 5 I 

Lorsque ¢ est réel, pour deux des points de contact largument 
est réel; pour les deux autres il est de la forme o’+-w,, u, étant 
réel. Donc, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, les 

) Pp p ) 
quatre tangentes sont réelles deux des points de contact sont sur. 
Vovale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque ¢ est de 
[ 
la forme w’+-9,, 6, étant réel, ona 
7) w’ on 


ee te . 
2 2 2 


Les arguments des points de contact ne sont ni réels, ni de la 
forme w’ + u,. u, étant réel (a des périodes prés). Par un point P 
pris sur Vovale on ne peut pas mener a la courbe une tangente 
réelle. 


Points d’inflexion. — Nous avons trouvé plus haut neuf va- 
leurs du paramétre donnant les neuf points d’inflexion. Dans le cas 
E 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs seulement 


) 


0, + 
3 


2W hw 

Cy 
sont réelles; elles donnent trois points d’inflexion réels situés sur 
la branche infinie, lé premier a l’infini, les deux autres aux points 
I, et I, symétriques par rapport 4 Oz. Ces trois points sont en 
‘ligne droite. 
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66. Dégénérescence. Cas d’un point double. — Supposons le 
discriminant g} — 27 ¢3 nul. La cubique a alors un point double. 


Une des périodes 2! est infinie (n* 23, 37 et 47) et pu se réduita 


—2 3 I 
GC ==) (tL 8, 63) — 
p( | ’ 122 4w? ae 
Sie 
2W 
dou 
TU 
s— 
'(u| icky on WwW 
= DP. ( Ws 00.) = —— —- ——_—_——+ 
Y= p'(4lo, ear 
n3 — 
2W 


La condition nécessaire et suffisante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs u,, ts, U3; du paramétre soient en 
lene droite est alors 


Uy + Ug + U3 = 27Nndv, 


ou nest un entier. C’est ce qu'il est aisé de vérifier. En effet, les 
valeurs de u correspondant aux trois points d’intersection de la 
cubique avec la droite Az +By-+C =o sont alors racines de 
Péquation - 

Apu+ Bp'u+C=o0 


ou, en désignant par a, 6, ¢ d’autres constantes 
5 Uy ey ’ 
] 
a—--——— + b —— + c=0, 


équation du troisiéme degré en 


TU 
eA oh 


bd 
20 


a(i+??)+6t1+0)+ec=0. 


La somme des produits des racines deux a deux étant 1, ona, 
@aprés la formule donnant la cotangente d’une somme, 


i = 
oe 

cot — (uy+ Ug+ U3) = ~x, 
2W 


dot 


— (t+ U+ us =nz, 
20 : 
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ce qui est bien la relation indiquée. Actuellement il n’y a plus que 
trois points d’inflexion; car en faisant uv, = Us == Uy us Ona 


3uU = 2nd, 


r 


ij 2 
u =o, tS — 


d’ou trois valeurs donnant des points distincts 


a (0) 
: aie 3" 
Ces points sont en ligne droite, car 


ut w+ uw” =ow 


* Cas d’un point de rebroussement. 
bique devient 


DL Psi 2 0, la Cus 
yi = 4a; 


eUe a un rebroussement. Comme on a A—o — © 


82, il résulte des 
n** 47 et 37 que les deux périodés w et w! sont infinies; et on a 
(n° 23) : 


: 2 
SSeh) eb 
ae Jo 


5 
us 


Les trois valeurs de u correspondant a trois points en ligne 
droite vérifient alors la relation 


y+ Us + U3 = 0; 


en effet, elles sont racines d’une équation de la forme 


ui, rendue entiére, ne contient pas de terme en 12. 
’ ; if 
Il n’y a plus qwun point d’inflexion, car en faisant 


U6 Lg 
ona 


3u = 0. 


Ce point d’inflexion est d’ailleurs rejeté a Vinfint. 
p J 


67. Rectification de la lemniscate. 


Soit une lemniscate ayant 
pour équation en coordonnées polaires 


r? = 9,c0s2.9. 
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L’arc OM = s (fig. 6), compté a partir du point double ou 7 
est nul, est donné par les formules 
2dr 


Vvg—r 


ds = (arte Pade = 


’ 


il vient 


as dz 
ee 


on a done une intégrale de la forme 


oa 
ats Vie — gn — Ss £34 —= 83 


avec #o'== 15.23 = 0. Onen conclut 


% I 
= p(s; 1,0) = 4: . 


On a ainsi une représentation géométrique de la fonction 
p(s; 1,0) pour les valeurs réelles de argument. 


. I i} 
Actuellement, les racines @,, @2, @3 sont >> 0 ok es Les ex- 


pressions 
e est-a-dire 


ou encore 
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sont des fonctions uniformes de s exprimées par les quotients 


1s Jas 33S 
’ > 
os as os 


On a ainsi une représentation géométrique de ces trois fonctions 
pour le cas 9, =1, g3 = 0. 
La demi-période réelle est donnée par 


fe dz iB kes 
oO = 
tua Veen 


ey; 


Elle est égale au quart de la longueur totale de la lemniscate, car 
en revenant a la variable r, on a 


ce qui est la loneueur de l’are OA. 
[ 8 


Il. — PeNDULE spHERIQUE. CORPS PESANT DE REVOLUTION. 
ELASTIQUE GAUCHE. 


68. Pendule sphérique ('). — Le pendule sphérique est constitué 
par un point pesant mobile sans frottement sur une sphére fixe. 
Prenons pour origine le centre de la sphére et pour axe des z une 
verticale dirigée vers le haut. En coordonnées semipolaires Péqua- 


lion de la sphére est 
Pa o2 at 


= * 
en désignant par / la longueur du pendule. Le mobile est soumis 
4 Paction de deux forces, son poids et la réaction normale de la 
sphere; le théoréme des forces vives donne done 


e=—ogsth. 


~ De plus, les deux forces étant dans un méme plan avéc l’axe des ¢, 
on peut appliquer le principe des aires a la projection du mouve- 


ment sur le plan zOy : . 
red = C dt, 


Gy) Voir aussi P. AppeLt, Traité de Mécanique rationnelle. t. 1. 
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 désignant langle polaire. Ces trois équations déterminent z, 7 


et Dy en fonetion de t 
Cie -chons d’abord a déterminer =: il faudra pour cela éliminer 7 


etd. L’ équation des forces vives peut s’ éerire 


dr2+- r?.dv2+ dz? 
=—2g2 +h. 


dt* 
De l’équation de la sphére, on tire r= /2— s?; d’autre part, 
’équation des aires donne 
C dt C dt 
DY oS ey 
5 r2 {2 22 


Portant ces expressions dans l’équation des forces vives, on a une 


équation de la forme 
dz\2 . 
(1) “() = (2), 


ou o(2) désigne le polynome du troisiéme degré 
e(z) = (h—2g2)(2— 27) - CG. 


On en déduit le temps ¢ et Vangle 4 en fonction de s par des 
intégrales elliptiques. 

yon OR ee : a eo ep a 

Pour que Fy soit réel, il faut que o(2) soit positif. Ce polynome 
a ses racines réelles : en effet, appelons z la valeur initiale de z et 
substituons dans 0( ) la suite des nombres +0, l, zo, — ¢; nous 


trouverons, pour les résultats des substitutions, les signes +-, —, 
ae =, car zo rend enidemment ? (0) positif, la valeur initiale 


de < = étant réelle. Il y a donc tae raciiie z, de o(s ) entre +- 00 et J, 


une autre Z» entre fet Zo, une troisiéme Zs entre Zo el wel) Ainsi 


les nombres de la suite 


a1, l, 39, 0; 43) =~ L 
F s 


sont rangés par ordre de grandeur décroissante. La variable = par- 
tant de zp) ne peut varier que dans l’intervalle z:z; (nous avons 
supposé implicitement 0(3y) A 0, ce qui, Eade meRy n implique 


aucune restriction). 


Calcul de =. — La coordonnée s est donnée en fonction de t 


7 
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{ 2 
nS eat \ Ale aE 72 ( €3\? Se ey * : 
par Péquation (1) d’aprés laquelle 7 (=) est égal a un polynome 


o(z) du troisiéme degré en s. Pour en tirer 2 par une fonction 
elliptique de ¢, nous commencerons par faire un changement 
linéaire de variable de la forme 


Ww 


s=Ms-+N, 


ou s désigne la nouvelle inconnue et M et N-deux constantes, telles 
que léquation (1) prenne la forme 


- ds\2 : 
Par la substitution (2) Péquation (1) devient 


(4) M22. Mee 


(G) = 9(3) a o(Ms+N) . 
Pour identifier avec la forme (3), il faut égaler a 4 le coefficient 


de s? et a o celui de s? dans le deuxiéme membre. On a ainsi 


(5) Maccarone: einpeee at 
g 


by 
L’équation prend-alors la forme (3) a condition d’attribuer aux 
constantes 2, et g, des valeurs convenablement choisies. 
Comme le polynome o(3) a trois racines réelles 3, >> Z.> 33, le 
polynome transformé 


o(Ms +N) a 
Milo oe en ee 88 
a trois racines réelles e,, €2, 3 : 
6 ‘ Se eaN Gea N SN 
id a Co 
\9) est A I ankle eka ees 


et ’on a e, >e2> é3, car M est posiuf. 
‘Construisons alors la fonction pu avec les invariants gy et £33 


cette fonction vérifie ’équation 


ene _ _ o9(Mpu+N) 
p2u=—4pPu— egspu=— e3= M2 22 “ 


Si done on pose 


Sp, s=Mpu+N, 
APPELL ET LACOUR. 7 
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uw étant regardé comme fonction du temps é, Véquation (4) devient 


. ieee j 
pu aie) = pets — Fo Pw 16735 
dou 
2 
dt dt 


On peut toujours prendre le signe +, car pu, ctant paire, on 


peut changer le signe de w. On a alors 


uw =—t-—+const. 


Cherchons maintenant de quelle forme est la constante. Comme 


la valeur trouvée pour M est positive, la relation 


s=Mpu+N 


montre que § = pu varie dans le méme sens que <. Done quand S 
décroit de 3, 4.33, pu décroit de e, a e3, u— w’ est donc réel et 


Pona 
u=t+w, 


si fon compte le temps a parur de Vinstant ot 4 = 23. 
La demi-période réelle w est le temps que met 3 a varier de Zs 


Ass. 


Calcul de uv. L’angle u est défini par Péquation différentielle 
dy = 


que nous écrirons, en remarquant que dte= dit 


‘ 


ay oe a Sey nate ¢ 1 : 
: OnE +l 


Dans cette équation, il faut remplacer = par sa valeur 


2=Mpu+N; 


, 


le coefficient de du est alors une fonction elliptique de uw que 
nous allons décomposer en éléments simples, de facon a pouvoir 
intégrer. 

Considérons deux arguments a@ et b définis par les relations 


(7) l=Mpa+N, —l=Mpb-+N, 
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ces arguments sont de la forme w—+ it’ et ct’ (n® 59, 2° et 4°); ibs 


ne sont définis qu’aux signes prés; nous verrons plus loin comment 


il convient de choisir leurs signes. Alors Vexpression de dy 


devient 
C du I I 
dy = é + 
Y 2MZ\ pu—pa pu— a) 


ou il reste 4 donner une forme simple au coefficient tog 
QL 
Pour cela remarquons que le polynome 


o(s) o(Mpw+N) 


M272 M2 


ey So tab a ae Aig i epedecs Ji, Shela Saseeelien UE poke Pasay op tn oe 
se réduit a Map Pour s= let s= — J, cest-a-dire pour u =a 
el w= 6; comme on a identiquement 


v2, — P(Mpu+N) 


on trouye, en faisant successivement uw = a et u = b, 


Nous prendrons, en extrayant les racines, 
; iC 

pid == pes + NE? 
ce quon peut toujours faire, car jusqu’a présent les signes de a 
et 6 n’étaient pas déterminés; nous les déterminerons par le choix 
de signes que nous venons de faire pour p’a et p'b. 

On peut done écrire 
r.. .dY - pb pa 


26 = = . 


du pu— pb pu—pa 


La décomposition du second membre en éléments simples se fait 
en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44 : 


I= Ciu+a)—Ciu—a)—2Ca, 


—~t(iu+ b)+C(u—b)+2tb. 


En intégrant et en remontant des logarithmes aux nombres, on 
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trouve 


= ~ . Ses, in 
ety pe he + @) Olu b) 


e2u(lb—a), 
J(u—a) F(u+ Ob) 


La constante d’intégration — E? se détermine par les conditions 
initiales. 


i 
L’angle | est ainsi exprimé en fonction du temps. 
Sie & p 


Expressions de x et). — Ona 


~ ~ ae 
Sib ae U ay Se he OB) ae ae 
2. 


r—tiy S(u—a)o(u+b) 


D’autre part, @aprés Péquation de la sphére, 


(w+ ty) (@—ty)=(l—2)(l+ 2) =— M2(pu—pa)(pu—pbd), 
; ant ; ,o(u+a)s(u—a) s(u+ b)r(u—b) 
CR a BGs on "y) M SS SC We : 


eee ; 5 oe 3 TA Ly 
En multipliant membre a membre les égalités qui donnent 3 
et (@—+-1y)(a@ — ty) on obtient (x + ty)? 


o(u-+a)o(u— 6b) 


Sacbs2u 


v+iy= EM 


euilbo—Sa) : 


on en conclut 


a aan a ( 
pepe eee ty ee OD Ore oer 
2 D sacbstu ; 


Enfin, remplacons M par sa valeur en fonction des éléments 


elliptiques, valeur qui peut s’obtenir en retranchant membre a 
membre les égalités 


l=Mpa+N, —l=Mpb+N; 
on aura 
. OWA O2acq2 
| M = ——"_ = 9] aid : 
pa—pb J(a+b)c(a— b) 
et il viendra : 
: 96acb S(U+a)o(u—b) +4, 7 
wr = — (EE ———__—_ _ - ptt(Gb—La) 
Biot s(a+b)s(a—b) su ee ye 
ee ‘ 2¢acb GU = 2) 6 ua }). Sie 
ic(a+b)c(a—b) ou 


On a ainsi x, y, = exprimés en fonctions uniformes de ¢. Quand 
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¢ augmente de 2, z reprend la méme valeur, et langle polaire 


augmente d’une certaine constante. 


69, Corps pesant de révolution suspendu par un point de son 
axe. — Prenons pour origine le point de suspension O, pour axes 
liés au corps Vaxe de révolution O z et deux axes perpendiculaires, 
pour axes fixes la verticale ascendante Oz, et deux axes perpendi- 
eulaires. On démontre en Mécanique (') que les angles d’Euler 4, 
¢, 4, qui définissent la position des axes liés au corps par rapport 
aux axes fixes, sont donnés en fonction du temps par les formules 
suivantes. D’abord, en posant cos = s, ona 


dz\2 : 
(1 =) =(«+ ms) (1i— 22)— (8 — nz)2= f(z) 
) (@) aah (8 fla); 
8 désignent des constantes, dont la premiér st 
OU Mm, Rh, %, 9 designent des constantes, dont la premiere m es 


positive, de sorte que J/(2) est un polynome de troisiéme degré. 
On a ensuite 


f AU Os ary o 
(2) eS 
: at [132 
(3) do dy B—nz 
= = ys St Sr 5s 
at dt ° bot 


ro désignant une autre constante. 

Il s’agit de tirer de ces équations 4, 0,4 en fonction du temps. 
Les calculs, comme on ya le voir, présentent une grande analogie 
avec ceux que nous venons de faire pour le pendule sphérique. 
Cette analogie peut aller jusqu’a Videntité, car, dans le cas particu- 
lier ot le corps pesant de révolution se réduit a un seul point maté- 
riel, il constitue un pendule sphérique. 

Le polynome f(z) est négatif pour les valeurs — x, —1 et +1 
de s, tandis qu'il est positif (ou nul) pour la valeur initiale zy de = 


¢ ; ; ae"; : 
qui rend nécessairement — réel et pour+ x. Il a done ses trois 


racines 3,, 32, 3, réelles et comprises respectivement dans les 
intervalles (-+- 2%, +1), (p55). et (49, 1): 


. ’ ad 
Calcul de z. — Commencons par faire un changement linéaire 
de variable 
J fai he N, 
‘ 
I alr ee 


(*) Voir P. Avrett, Traité de Mécanique, t. Il. 


102 CHAPITRE Ill. 


ot. M et N sont des constantes choistes de telle facon que l’équation 
en s prenne la forme 


‘ ds \2 AON 
(4) ee mee SS Pigs a ae 
+} at 4 52 53 


Par ce changement l’équation (1) deyient 


2 4 5 
(5) (ie et ea 
dt) a 


On déterminera les coefficients M et N de facon a rendre égal 
a 4 le coefficient de s3 et A o celui de. s?; aprés cette détermina- 


f 


tion, qui donne pour M la valeur positive M = Sen on pourra 
écrire 

f(Ms +N) 
(6) Re Geen, Wee 


a condition de donner aux inyariants 2» et 23 les valeurs qui rendent 
le premier membre identique au deuxiéme. 

Les racines du polynome f(z) étant, par ordre de grandeurs 
décroissantes, 3;, 2, 3, celles du polynome transformé en s seront 


3,;—N aN NN 
Mm’ coment OE“ Per a Nas 


ey = 


Pour que f(s) soit positif il faut que s partant de <9 varie 
entre 5, et 33; done s devra varier entre @, et @3. 

Si lon construit la fonction pw aux invariants g» et g3, cette 
fonction vérifiera l’équation 


fi(Mpu+N) , 


) pus MP gpru — gapu— gy. 


Nous poserons alors s = pwen regardant uw comme une fonction 
de t, et Péquation (5) deviendra 


2 u i aes su — IU — &: 
J dt 4p §2) 53) 


(G)=: du crt 
(ae ae hy dh ae 


ou nous prenons +1, car, pu étant paire, on peut toujours 


/ 


c’est-a-dire 
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changer u de signe. On a alors 
w= t-— const:, 
et, comme s = pu doit rester compris entre é@, et @3, u—w’ doit 
étre réel, Nous ferons 


(8) u=t+w’; 


Sepa ouré = 00 Us 0. pu = es, $ == 23. 
Le temps est donc compté a partir Cuncinstant ons = 55; 
En résumé, nous avons exprimé z en fonction uniforme du temps 


par la formule 
s=Mpu+N, uwst+n. 


La demi-période w est le temps que met s a varier de sy a Zs et 
I psig } 2 


inversement. 


Calcul det. — Ona 


Remplacant, dans cette expression, = par sa valeur 
s=Mpu+N, 


et dé par du, on est ramené, pour avoir 4, a intégrer une fonction 
elliptique. Pour faire cette intégration il faut décomposer la fonc- 
tion elliptique du second membre en éléments simples. Pour 
cela, déterminons deux arguments constants a et 6 par les condi- 
tions que pour w= a, z= devienne égal a 1 et pour u—b, 5s 
devienne égal a —1: 

Mpa+N=1, 


(9) 
- Mpé+N=—1. 


Ces arguments, de la forme w- i’ et it”, sont déterminés aux 
signes prés par ces deux équations, si l’on regarde comme équiva- 
lentes deux yaleurs de a ou deux valeurs de 6 ne diflérant que par 
des multiples des périodes. On aura alors 


ss Nk. ee Bin Nes ad B—n 
du sa®M \pu—pb -pu—pa ; 


Bin B—n , ; 3 ny 2 F 
Mee C s’expriment d’une maniére simple a 


Les ort Feil tes 
rapports a 
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Vaide de a et b. Remarquons pour cela que le polynome f(s) se 
réduit ac— (3 —7)? pour 21 et a = Tye Bos s=—Is 
Done la fonction f(Mpu +N) se réduita — (3 — xn)? pouru=a 
et a — (8-4-7)? pour w= b. Mais comme on a identiquement 
f(Mpu+N) 


p2u = ——____, 


M2 
on a, en faisant successivement u—aetu=hb, 


(8—n)? (8+ nj? 


pre 2h = — 
a MP Doran M? 


En extrayant les racines, nous prendrons 


8 27 Btn 
(a e5 Oia 7 
p Wes J MM 


? 


en choisissant convenablement les signes de a et b qui jusqu’ ici 


étaient restés indéterminés. Nous aurons alors 


db 3 pb pa 
di. Pu pO tp Wea 


. 


Liintégration s’effectue comme dans le cas du pendule sphé- 
rique. 

Si lon appelle «’, 3", y" les cosinus des angles que fait Vaxe Os 
du corps avec les axes fixes O.r,, Oy,, Oz,, ona 


hes, a2 BP S213 

de plus a”/et B’'sont les Scopuennees xv, et y, du point situé sur 
Yaxe du corps a une distance 1 du point O; en appliquant une. 
méthode identique a celle que nous avons Gaivie pour caleuler x 
et y dans le pendule sphérique, avee ce seul changement que, 
actuellement, / se trouve remplacé par 1, on trouve 


BY azh slu oC a 
a” 4-78’ = = GF a5 S(u+ajc(u b) ute Sea 
: (a+ 6)s(a—b) c2u ; 
i 35 as oan 
x! —ie'= a sash o (u a) 5 (UE By 2 epee 
E ¢(a+ b)s(a—b) FD e 
avec 


A SNA 
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Calcul de. — Ona 


Décomposant le second membre en fractions simples, il vient 


do 1/6b+n = sy 
Peake | .(é mre ). 


S+1 3-1 


Remplacant z par M pu +N et introduisant comme toutal’heure 
les arguments a et b, ona 


do I pla pb 
L719 — 1 ae 
du 2t\pu—pa pu—pb 


d’ou, en décomposant en éléments simples, 


.d 
l“—- 
du 
A + (u—b)—t(u+ b)+ 226, 


= 20(m—n)+f(u—a)— C(u+a)+2la 


et en intégrant 


eri 2ilry_n\r eG c(uw—a)s(u—b) 
c(u+a)c(u+ 6) 


e2ul(Sa+Zb) ; 

? 
la constante C se détermine en écrivant, par exemple, que 9 est 
nul pour ¢ = 0, c’est-a-dire u = w’. 


70. La courbe élastique gauche ('). — Il s’agit de trouver la 
figure d’équilibre d’une tige flexible dont la section est circulaire 
et qui est soumise a action de forces appliquées seulement a ses 
extrémités. : 

Sil’on choisit convenablement les axes de coordonnées, on trouve 
pour définir la courbe cherchée les équations différentielles 


, 


-" MTN ee oS *7 Q 
YUVA sy aaa + fy, 
(1) 2 — x's" =ay'— Bx, 


I ys a a3 =e ”, 


dans lesquelles 2’, y’, 3’, 2”, y", s’ désignent les dérivées par rap- 


(') Voir Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 93; 
OF uvres, t, I1l, Paris, 1912, p. 361; et une Note de J. Bertvwand dans la Meéca- 
nique analytique de LAGRANGE (édilion publice par G. Darbouy, t. I. p. 460). 
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port a V’arc s des coordonnées x, y, 5 et a, 6, y des constantes dont. 
les deux premiéres sont essentiellement positives. 

Ajoutons membre a membre les équations précédentes apres 
avoir multiplié les deux membres de chacune d’elles respectivement 
par x, y’, 3’; en tenant compte de la relation 


yn eae aT, 
nous trouyons 


(2) a+ B(ye’— ary )tys= 
et en diflérentiant le premier membre par rapporta s 


(3) B( ya" — xry")+ys"=0. 


Multiplions maintenant par z les deux membres de la premiére 
équation différentielle, par y les deux membres de la deuxiéme et 


ajyoutons, il vient 
"(xy —yx')— 3 (xry"— ya") =2(rn'+ yy’), 


et, si l'on remplace xy’— ya! et xy"— yx" par leurs valeurs en 


I 


fonction de =' et de z" tirées des équations (2) et (3) ; 


s"(a+~s)— se ys = 2B8(re' + yy’), 
ou encore 


W 


B(ra’ + yy’) = 3". 
En intégrant et en désignant par ¢ une nouvelle constante, 
B( a2 2 i= 2s’ — 6). 


Ainsi, des équations différentielles données (1), nous pouwyons 
déduire le systeme suivant : 


t 


Bay’ — yo!) = a+ ys", 
Blwr yy) =e", 
B(v2+4?2) = 2(s'’— 8). 


Servons-nous maintenant de lidentité 
(wal yy’ P+ (ya'— ay = (e+ y?) (w+ y), 


nous obtiendrons, pour déterminer 3’, l’équation différenuelle 


ae . (es r LE > , 
a = 2B(1— 2") (2’— 8) —(a+ ya"). 
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7 
Dans le cas particulier ou y = 0, cette équation différentielle a, 

au signe de =’ prés, la méme forme que celle qui s’est présentée a 

propos du pendule sphérique et s’intégre de la méme maniére. 

Si y 4 0, léquation différentielle ne différe de celle qui donne 
=—cos§, dans le mouvement d’un corps grave de révolution, que 
par le signe de =’; la méthode suivie dans ce dernier cas s'applique 
donc sans difficulté au cas de l’élastique gauche et l’on pourrait 
dailleurs mettre les problémes en équation de maniére aaboutir a 
des équations différentielles identiques. 

D’aprés un théoréme dti a Kirchhoff, l’axe du pendule sphérique 
ou d’une toupie dont la pointe est fixe reste toujours paralléle a la 
tangente a une courbe élastique gauche, le point de contact de la 


tangente décriyant la courbe avec une vitesse constante ('). 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE IIT. 


1. Déterminer les paramétres des points de contact des tangentes 
menées a la cubique xr =pu, y=p'u par le sommet A, de la. branche 
infinie (# et »' réels). 

En concluare que, Ox étant supposé horizontal, si l’on considére le point 
le plus haut de l’ovale on peut prendre pour paramétre de ce point une 
quantité de la forme a+ w’, a étant une quantité réelle comprise entre o 


1) 
et —- 
2 


(u suffit pour le voir de prendre un argument u+ w’, de faire varier uw 


. o 


) > z 
deo a aa de remarquer que —-+ »’ correspond a une tangente menée du 
qt 4D 


sommet Ay.) 


2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menées a la cubique 
par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se 
déplace sur la cubique. 


ee SU Ua EE EE nn INDnSSnISnNS INE EERE ST RENEE REESE ERE 


(1) Voir Greenuitt, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad. 
par Griess, Paris 1895, p. 318-320; H. Potwcark, Lecons sur la Théorie de UV Elas- 
ticilé, p. 201; L. Lecornu, Cours de Mecanique, t. Il, Paris 1915, p. 397. 
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(On peut obtenir ce rapport anharmonique en fonction des coordonnées 
du point P et des coordonnées des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnées a l’aide des paramétres elliptiques correspondants 
et l'on applique la formule de l’exemple 2, p- 63; ef. aussi n° 147.) 


3. Si lon appelle points correspondants dune cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d’un point donné et, en désignant par uw le paramétre 
du point donné, on peut prendre comme parameétres des points correspon- 
dants 

“+o, bt+to', bwtw+w’': 


> 


chacune des-demi-périodes définit un des trois systémes de correspondance. 

Si lon considére deux couples de points correspondants du méme sys- 
téme : A, A’ d’une part, B, B’ d’autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB’, BA’ se coupent sur la: courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le méme sys- 
teme. 


4. Sur la cubique définie par les équations 
1p) tbs sy Oe 


on prend deux points dont les paramétres différent d’une constante e; la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixiéme classe. 
Dans le cas particulier ot » a l’une des valeurs 


5 ote, 


l'enveloppe est une courbe de troisiéme classe (qui se présente ici comme 
comptée deux fois). : 

(Dans léquation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordonnées courantes par les coordonnées x, 7 d’un point Po; Péquation 
en u ainsi obtenue a six racines dans un parallélogramme élémentaire., 
Dans le cas particulier ob ¢ =» par exemple, |’équation en w ne change 
pas quand on change uw en w+ ,) 


Remarque, — La cubique donnée peut étre regardée comme la hessienne 
d’une autre cubique C et cela de trois maniéres différentes: les courbes 
de troisiéme classe qui viennent d’étre définies sont les cayleyennes des 
trois cubiques G. On pourra consulter a ce sujet Ciesson ( LINDEMANN), — 
Lecons sur la Géométrie (traduction Benoist), t. I, Paris, 1880, p. 381. 


5. Si deux systémes de trois droites ont huit de leurs neuf points d'in- 
tersection sur une cubique, le neuviéme point d’intersection est aussi sur. 
la cubique. ; : ; 

(Cette proposition peut se vérifier directement a laide de la condition 
pour que trois points soient en ligne droite; elle peut aussi se déduire d'un 
théoréme démontré n° 64. ) 
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Si lon appelle tangentiel d'un point m d’une cubique le point ot la 
tangente en mz rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points 
en ligne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d’inflexion va passer par un troisiéme 
point d’inflexion (on remarque qu'un point d’inflexion se confond avec 
son tangentiel ). 

6. Déterminer les points d’inflexion de la cubique 


D-= Pkt, Timea) Te 


en étudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 
[On trouve pour les déterminer 1’équation 


pup”u—(p"uZe=o 


ou, en posant zw = pu, |l’équation 
» eq 


dont la dérivée est 


SF (@) = 423 — Sou — g3= 0. 


Si go et £3 sont réels, cette équation a deux racines réelles et deux racines 
imaginaires conjuguées. Ces racines sont 


20 20! 20 20! (25 2.0)" 
at Dire Di Sate ? 1 OO ra ae i = 
Eat sO aR Se ZS Se WS ee 


si on les désigne par a, 6, c, d, elles vérifient la relation 


28 =(a— b)?(e—dy+ (a2 eV d) lb Sc) (6 —- DS 


qui s’obtient en aypliquant les formules (7) et (9) page 67 (S est un inya- 
riant de l’équation).| 


7. Etant donnés trois points P,; Q, R sur une cubique, déterminer un 
triangle ABG dont les sommets soient sur la courbe et dont les cétés 
passent respectivement par les points donnés P, Q, R. 

(il y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de l’un des triangles sont en lfgne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. ) 


_. 8. Sil’on considére une conique ayant deux fois un contact du deuxiéme > 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les . 
_ points de contact va passer par un point dinflexion. 


9. Si l'on eonsidere Tune des trois tangentes menées d'un point d’in- 
- flexion, le point de contact est tel qu'il existe une conique ayant en ce 
“ point avec la eubique un contact du cinquiéme ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

f ral y~ 
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10. On méne la tangente a une cubique en un point Po; soit P, le point 
oi cette tangente rencontre de nouveau la courbe, On méne la tangente 
en P,, soit P, le point oi cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On détermine ainsi une suite de points 


igs SHR at oe 


dont chacun est le tangentiel du précédent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r cétés. 

[On écrit la relation qui existe entre les paramétres de deux sommets 
consécutifs et l'on exprime que P, coincide avec Po; on trouve que le para- 
métre de Po doit satisfaire a la condition 


2M + 2 nw! 
| a UNGENS FOLIA SOE 
(—1)' Flore : 
mais il faut encore examiner si le polygone correspondant a une détermi- 
nation des entiers m et nr a bien r cotés. 
Par exemple, pour 7 = 3, on trouve parmi les solutions les tangentes 
d'inflexion comptées trois fois. | . 


— oO 
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ETUDE SPECIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. 


TI, — Foncrions DE JAcosi. 


71. Objet du Chapitre. — Les séries et produits a double entrée 
employés pour définir les éléments ¢, $, p, Z, Ha aide desquels 
on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent étre 
remplacés, aussi bien dans la notation de Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des séries 4 simple entrée beaucoup plus rapi- 
dement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi : nous avons 
Wailleurs montré comment on passe d’un systéme de notations a 
autre, en donnant la relation entre les fonctions H et-s (n° 21). 


t 

ic 7 Ae eet - 9) 

72. Périodes. — Nous avons déja dit (n° 17) que le rapport — 

+ « igo) 

des deux périodes doit étre imaginaire, sans quot le réseau des 

parallélogrammes n’existerait pas. On peut toujours changer le 

signe de w ou de w’, car une fonction admettant pour périodes 20 

et 2 admet aussi pour périodes — 2 et 2w! par exemple. Nous 

pouyons donc choisir les signes des périodes de facon que dans le 

2 py chee ee : Reni yea ae ‘ 

rapport — e coefficient de t soit postttf ; cest la ce que nous 
supposerons toujours. Jac obi désigne les périodes par 2 Ket oi 

dans le cas particulier ot K et K’ sont réels, le rapport = K doit 


étre positif. Nous pourrons employer tantot Pune tantot oe 
maniére de désigner les périodes : on se rappellera que 


rah, w' = tK’. 


Si, dans le cas général, on pose 
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le nombre g a un module plus petit que Vunite, car la partie 


Tw’ 


; ; t si : 
réelle de ’exposant est négative. 
iD) 


73. Développement en série simple de la fonction Z( wu). Valeur 
de 6. — La fonction 


construite, comme nous Vavons expliqué (n° 21), avec les 
a -, / A . , . : 
périodes 2 et 20’, a pour poles simples de résidu +1 tous les 


points 
uU=2mMo+2nw, 


ol m et n prennent toutes les valeurs entiéres positives, négatiyes 
et nulles. 

Nous allons construire cette fonction d’une autre maniére, en 
formant, a l'aide d’une série de cotangentes, une fonction ayant 
les mémes poles et les mémes résidus que Z. Le point de départ de 
la méthode réside dans ce fait que la fonction 


zy Te F 
— cot —(u— 2nw") + const., 
2. 2W 
ot. nr est un entier déterminé, a pour poles simples de résidu +1 
tous les points 
u— 2nw' =2mMuW 
ou 


uU=2Mo+2nw! (GeO rypa ey, Bee ess!) 


Considérons la fonction 


é % T ‘ : 
U, = — | cot —(u—2nw')—1t], 
2WwW 2%) 


ot. n désigne un entier positif; elle admet comme poles simples, 
avec le résidu +1, tous les points 

uU=2anw’+2m» G7 Oh pe Dena) 
Cette fonction peut s écrire 


COS 


ekc TT 
be— 2nw))— vsin —(u— 27! 
aan ) 20) ( 2 ) 


sin — (u—2nw)') 
2W 
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TW'T 


w® 


ou, en introduisant la quantité g =e © , 


‘s Tui Tie 
U he ~e 2% gq” oe ta e gin 
Wee Tay Tt et TM ar Ww Tuite 
e2” qo" en q” = ene gi" 


Or, wu étant donné, on peut toujours choisir un entier rn, de telle 
sorte qu'on ait 


Tui 


w 


a e 


SS 


I 
2 
Ss 
= \ : ra x 4 r = . 
our n >. Il résulte de la que la série NU, est absolument 
0 1 ys 
by | 
convergente, a la facon d’une progression géométrique de 
raison g?; de plus, la série est uniformément convergente 
: ) i ) 5 
pour |q|Sqi (gq, étant un nombre positif inférieur a1) et 


pour 


u = 
= | borné. 
Ww 


Considérons de méme, en supposant maintenant.” entier et 
négatif, la fonction 


= 


a [ Te = 
Vn = — | cot — (u—2nw') +1]; 
2W 20 


elle admet comme poles, avec le résidu +1, tous les points 


U=2Nw'’+2Mw. Cave ONS aD, a) 3 


ar s 
on peut Vécrire 


Vv CR Cun Gigs 
Le ae ae Trl ? 
e® qen—i 


et lon voit que la série 


est absolument et uniformément convergente dans les mémes 
conditions que la précédente. 


APPELL ET LACOUR. 8 
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Nous allons vérifier que la fonction 


+ 2 
( 3 ae a TE ; Toe ; ‘ 
(Gi cot co (u—2nw')—2t 
2W 20 dad 2.0) 20 ) 
n= 


— eo 
™ Tt = : 
se col (u—2nw )+t 
26) 20 
z=—1 


est identique a Z(w). 

D’abord cette fonction ®(w) est impaire comme Z(w); on le 
vérifie immédiatement en écrivant la série qui donne ®(— uw) 
cette série est égale 4 —®(u). La fonction ®(u) a les mémes 
poles et les mémes résidus que Z(w). Elle satisfait aux relations 

O(u+t2w)=P(u), | 
&(u+2w') = &(u) — <=. 


La premiére de ces relations est évidente, car chaque cotangente 
admet la période 2w; la déuxiéme se trouve en formant la diffé- 


rence = 
©(u + 2w')— O(u) 


et remarquant que, dans la différence des deux séries, les termes 


; As . ; tt 
se détruisent deux a deux sauf deux termes a 


Considérons alors la fonction 
Wu) = P(u)—Z(u). 
Cette fonction est holomorphe en tous les points a distance finte, 
car, dans le voisinage d’un point 


uU=27MM+2Nnw', 
ona 


, t ‘ 
®(u) = ———_——_——_—__, + fonction holomorphe, 
& — 2NVW — 270 


i : 
—_______—_, + fonction holomorphe, 
UL — 2HtwW — 27 


Z(u) —) 


et, en retranchant, on yoit que W(w) est holomorphe au point 
considéré. En outre, d’aprés les relations que vérifient ®(w) et 
Z(u) [ef. (21), p. 28], ona 
V(ut+ow)=V(u), 
Mae) 8 


Wut 20: jes NU) Tren 
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y S rs . ; . Fase were . . 
En répétant un raisonnement quia déja été fait (n° 24), on voit que 
tT 


s= — 


2 
et, de plus, que la fonction W(w) est une constante. 
Ainsi 
®(w) = Z( uv) + const. 
Cette constante est nulle puisque ®(w) et Z(w) sont impaires 
toutes les deux. 
En définitive, on a obtenu pour Z(w) le développement 


Agia Oa eee eee ; [cot Ruane’) il 


n=1 


— 2 


Vor ™ : 
aes Be | COL (il Ge tera 
ysl 20° ) 


n=-1 


De plus, en se rappelant que l’on a posé 6 = qw'— wy (p. 28), 
on voit que l’on a démontré la relation suivante 


nw’ — wn = —> 


dans Phypothése ou la partie réelle de ~ est positive. D’ailleurs, 
tw 


yw’ — wn! est remplacé par — (qw'— wy’) lorsqu’on remplace w' 
par —w’ et 4/=w' par — 7; par suite, quand la partie réelle 


' 


a) , : pee D2 
de — est négative, on doit écrire 
tw 


it 


Rol Oar ee 
74. Fonction H. — Nous avons déja défini la fonction H comme 
une fonction dont la dérivée logarithmique est Z. L’expression 
simple que nous venons de trouver pour Z va nous donner, par 
intégration, un produit trés convergent servant a définir H. Le 
probléme se pose comme il suit : 
Trouver la fonction dont la dérivée logarithmique est 
aed 
Z(u)= = = cot +y¥ = [cot (w+ ane) + i| 


2wW 
a= 


+ 20 


- T T ; ‘ 
- Ss Ys [cot eu enwy— if. 
aw po 20 


n=1 
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Pour écrire le second membre, nous avons changé n en —2n 
dans une des sommes qui figurent dans Z(w). 
Si l’on intégre entre o et u le terme 


T T i : 
— | cot—(u+2nw)+12], 
20 |. 20 


on trouve 


ONS ; 
sin —(u+2nw') ; 
20 imu 


Log ; = ) 
nTw 20 


sin F 
O) 


puis, en remontant des logarithmes aux nombres, 


me hey ; 
sin —(U+2nw ) inu 
20 aw 


2W 
Sp 
Sininw! 2 
sin : 
ou bien 
iw Utes . im 
—— (+22 W') Sica Wie Uae) FR} 
en —e? eee 
nay’ 2 now! 2 
— —it 
e ”—e 


ou enfin, en effectuant au numérateur, puis en multipliant les deux 


nL! 
termes par ea2>-, 
iT 
I— q2” e @ 
== gre 
On a donc 
ee} oe) ene 
1 T ; ; d I— ge” 
= cot —(u+2nw')+U = + Log] | —2 7: 
20 2@ du Tes qin 
n= n= 
On yoit de méme que 
mapas +2 seul: 
™ T ‘ : d i— give oo 
y — | cot—(u—a2anw’)—t = 5 Log] [| —4 
20 20 du I— gq" 
n=1 n=1 


Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui entrent 
dans Z(u). 
D’ailleurs, 
% d TU 


Tu . 
— cot —u = — Log sin =—.- 
20) 20 du 20 
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Done on peut écrire 


; d 
. EGU) == ts Log H(z), 
en posant 
TU 11 eh Hane 
Pape Oy Si mere wo ‘Ga ioe) 
H(u) sin =~ | j Tet 2s Ce NU Ae - 
n=1 


ot C désigne un facteur constant. On trouve enfin, en eflectuant 
le produit des deux facteurs du terme général, 


+ 0 
See TOLL: Tu f 
H(w) = Gsin = FY (1 age cos + ge"), 
“a 2.0 Ww 


n=1 


le produit infini étant absolument convergent pour Lg] <1 et 


; : u 
uniformément convergent pour \<| borné et |g|Sqi <!- 
ia) 


75. Développement de H(w) en série trigonométrique. — 
Admettons que le produit IL qui figure dans l’expression cl- 
dessus de H(w) puisse étre ordonné suivant les puissances posi- 


. TU é oe TU A 
tives de cos—— : comme une puissance positive de cos — est égale 
. ° 3 ‘ TU 4 
A une somme de cosinus des multiples de on voit que le 


produit [ peut étre développé en une série de la forme 


TU 2T7U 
Il = cy + c; cos — + Cy COS —— +... 
Oo) - Ww 


. . . . . u 
Pour avoir H(w), il faut multiplier par A sin—; on peut, dans 
2W 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme 


. wu neu 
sin — €os 
‘ 20 


1c) 


par une différence de sinus. On est ainsi conduit pour H(z) a un 
développement de la forme suivante, ou, d’aprés les notations de 
Jacobi, nous faisons w =K, w= cK’: 


H( baa TU aes Rage Sie Pee ae 
1( uw) = ay) sin + in —— + .. i ee ee 
) Bean 5) Ks ‘ 2K . zy 2K } 
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ou bien, en remplacant les sinus par des exponentielles, 


imu Bi Situ (Qm+1)i tu 

2 { 2K 2K 
H(i) = Aon se Bee AG ee ae ener 

ime 37 Tu 


Kren eh pees eee 


Pour déterminer Ao, A,, ..., on se sert de la formule (26) du 


f it 
n° 21 ot Von remplace 6 par sa valeur rae 


iT 


a I ae 
H(u+2tK’)=——e * H(u). 
Gl 
Ona 
771 BIT big 
H(w+-2iK')=. Agg ¢** 4A, gt) 62% Aloe ete 
rT R7T 5imun 
iL: ae : San gest Fae Bie, : 
— Ay-—e NS {= 6 as —A,—e Ae 
qs 
D?autre part, 
QiMu Thu tm ait 
Lee Sak aah Ag st25 A cir ae a 
“= @ 2K H(u) = sul SUK Sohn el Pe Secopmat ere) So © 
q q Ti q 
BIT RPT 
ee - 2K Ba Fe 2K 
3 q 


Identifiant ces deux séries, on a les relations compatibles 


1 


I I 
q Ai=—q Ao, 7 Ao = 977 At, eee y 7 An=— 7?" Ay-1, rn) 
1 I I I I I 

pie eunsaes Givi Gee i) Fae Gad eee aie: 


qui se réduisent a 
Ai=—q?Ao, A,=— qgtAy, tess An=— Q"An-4, bra he 


dou, en multipliant membre 4 membre, 


: An= (— 1)" grr+) Ao, 
On a done : 


(2n+1) —— —(2n+1) 


Pe ELC: Tue 
Hluy A Stee aes aR So ah i 


H (wu) = BS (—1)"q""+4) sin (on + Ne 


amici is oa RU 
= B} sin ——- — g2 sin - wet (—1)? gre+t sin (an +1)—— +.... 
| ak @ aK ioe a stn ot )oK 
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Le coefficient B peut étre choisi arbitrairement, car jus- 
quici H(u) n’a été défini qu’a un facteur constant prés. On 


1 
choisit B= 2q°, la racine quatriéme étant prise égale par conven- 
Ti’ TK’ 


: 5 k angi F 
tion ae *® =e ‘*, et ona pour H(w) le développement 
y a 7 ut * os SUT, JO ayeee 
H (w) = 2g! sin —> —2q'* sin 2g *sin 
a ove A era amen! 2K 1 2K 


kn?+4n+l 


; 3 , mu 
sin (2m-+ 1)—-; 


+ (—1)"2q ae 


ou encore 
j— . 3nU 


2a ed Tee cE b/g 
H(u) =2Vq sin 2Vg° sin T& 


icine. 
SOM C/I F 
+ (—1)"2 Vqarty? sin(2n +1) 


Cette série converge baba pour |q| <1 et uniformément 


pour |g|Sqi <1 et -borné, ce qui permettrait de légitimer les 


opérations Se de plus, la série converge trés rapidement, 
plus rapidement qu’une progression eéométrique, car les exposants 


t 
de q +eroissent comme les carrés des nombres entiers. - 


Quand il sera nécessaire d’indiquer les périodes avec lesquelles 
est construite la fonction H(«), nous écrirons cette fonction 
H(w|K, ¢K’), notation analogue a celle que nous avons employée 


pour du en écrivant ¢ (wo, ©’). 


76. Fonctions H, H,, 0, 0, de Jacobi. — Nous avons vu que > 
Be i) . TUL . y 
et H(w) sont analogues 4 — sin —,» tandis que pu est analogue a 
5 ria 20) ; co) 


m  «t _ En Trigonométrie on introduit, en méme temps que 


ces fonctions, celles qu’on en déduit en ajoutant a largument u 
une constante w égale a la moitié de la période (ou = la demi- 
période) 2, et l’on pose 


TU . x - 
cos — = sin —(u+w). 
2 2.0) 


De méme, a coté de la fonction H(w) construite avec les pé- 
riodes 2K et 2éK’, on considére les fonctions obtenues en ajou- 
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tant successivement a l’argument wu les demi-périodes K, K’ et 
K-+-7K’, ou, du moins, des fonctions qui ne différent de celles-la 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En désignant par ), l’exponentielle 


= a (2u+iK’) 


ee 


? 
linéaire en w, on définit les fonctions H,, 0, 0, par les égalités 
H,(w) =H(u-+K), 


(y= a H(u+7k‘), 


Oi(u) = + H(u+K+ik’); 


les deux derniéres montrent immédiatement que 
(2) 0,(u)=0(u+K), 


car, si lon ajoute K a w, 2 se reproduit multiplié par —7. 

Voici quelques détails sur les expressions de ces fonctions par 
des séries. 

Tout d’abord la formule 


H,(w) = H(uw+K) 
donne, pour définir H, (w), la série 


Hy (u) = 2i/q cos—— + 2 Vg? feos ae (an+1)nu 


CF EEL 
si BY. gir” cos sk ee 


ou, en remplacant les cosinus par des exponentielles et en remar- 
quant que —(2n-+1) = 2(— nm—i1)+1, 


ITU to pau (2n+1)? imu 


ie) a (2a 
(2n+1) —— — —— + (22+ 1) —— 
H,(u) = 3 g 4 e 2K > e “re 4 2K 


a=—@ r=—o 


On peut encore donner une autre forme A cette série en consi- 
dérant lexposant de e, qui est du second degré en (2n-+1), 
comme formé par les dete derniers termes du développenient de 


Tei (e+ (2041) iK'p, * 


s 
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On a ainsi 


Tv r fi \7;ko2 
-— —— [u+(2n+1) 1 K’]* 
H, ( u)=e &hK »: et Kb 


r=—o 


Passons maintenant a la fonction @,. On a par définition 


I , - hey I rn 

@(uw) == H(u + K+ 7K’) =~ Hi(u+1K’). 

AS aeigh } 
Or 

2 rs +o 

Totton 3 wT ser 

oe — —— (24+ ik’) ——— [+ (22+ 2) 7K’)? 

Meck’) core ehh *S . oekh 


nu=——o 


Dans la nouvelle série le nombre pair (27 + 2) prend toutes 
les valeurs de —2% 4+ %; on peut le remplacer par 27, on trouve 


alors 
— ae zs fe (w+2nik’')? 
h ‘ h rc / 
@, ( u) e 4b \ et hh’ : 
Rr==— 2 


série analogue a celle qui définit H,(w), mais ot figure, dans le 
terme général, un nombre pair 27 a la place de (22 +- 1). 

Quand on augmente wu de (KY, les séries qui figurent dans les 
expressions de H,(w) et ©, (w) s’échangent Vune dans l'autre. len 
est donc de méme pour H,(w) et 0, (uw), a un facteur prés proye- 
ni ae 


nant de V’accroissement de l’exposant de e . On vérifie ainsi 


les égalités suivantes qui résultent aussi des équations (1) : 


ik 


x 


2u+ik'j 


- 
= 


H,(u+iK’)=e. 0, (u) = O,(z), 


A 


\~ 


(2u+0tK’) 


a H,(w) = H,(u). 


3 


@,(u+tK’) = e 


La série qui définit la fonction 6, (w) peut s’écrire en effectuant 
TT 1? 
4h! 


la multiplication de chaque terme du second membre par e 


ye ni Tu 


@,(u) = » qe = 


n=—o 


ou, en associant les termes qui correspondent a deux valeurs de n 
égales et de signes contraires, 


2nUu é nu 
ae ae! fi cos ic Fes 


TU 
@,(w) =1+ 2g cos > +- 2 q* cos 
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Enfin, la quatriéme fonction ©(w) peut se définir au moyen de 
Pégalité 
O(u) = 0,(u+K); 
on a donc 


21U Fe ME aS nnru 
- --.+(—1)"%2 = 
K Pies K 


TU : 
O\(u) =1— 24g £08 eae ad weer “Hedy ye 


Tous ces développements sont absolument convergents pour 


lq|<1, et uniformément convergents pour borné et 


l 
K 


\g|Sa<1. 
Il résulte de ces développements que la fonction H(w) seule 
est umpaire, les trois autres sont patres : 
H(— vu) =— H(wu), H,(—u)= H,(w#), 
O(—u)= O(w), O,;(—u) = O,(u). 


Observons encore que toutes les formules qu’on a obtenues 

° / 

restent encore valables quand on remplace respectivement uv, K, K 
par hu, hK, AK’, h étant une constante queleonque. 


77. Zéros des fonctions H, H,, 0, 0,. — Les zéros de H ( w) sont 
connus (n° 21, p. 30). Ceux des trois autres fonctions s’en dé- 
duisent immédiatement W@aprés les égalités (1) qui définissent ces 
fonctions a l’aide de H (w). 

Les résultats sont donnés par le Tableau suivant dans lequel on 
a inscrit, en face de chaque fonction, l’expression générale de ses 
zeros et oli m et nr désignent des nombres entiers : . 


H(w),. amK+2ntK’, 
H,(w), (2m+1)K+antK’, 
O(u),0 F 2mK+(2n+1)tK’, 


O,(u), (2 m+1)K+(2an+1)tK, 


78. Formules relatives 4 l’addition d’une période ou d’une demi- 
periode. — Considérons, en premier lieu, la période 2 K et sup- 
posons qu’on ajoute cette période a argument; on a d’abord. 


H(u+2K)=—H(w), 


comme cela résulte des développements de H(w) en série-simple ou 
en produit simplement infini, développements qui ne dépendent 
Tu 
2K 


que des sinus et cosinus des multiples de 
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Les égalités qui définissent, a l’aide de H, les trois autres fonc- 

tions donnent le résultat correspondant pour ces fonctions; on 
trouve ainsi 


H (w+2K)=—II(w), 
H,(u+2K)=—H,(w), 
CG) (i S= ol hess ICTeaa 
Oy, (a= 2 KO) = — Oy (ity. 


Si l’on ajoute seulement la demi-période K, on a d’abord, par 
définition, 
H(w+K)=H,(w), O(uw+K) =0,(w), 
el, en tenant compte des résultats précédents, on trouve 


H,(w+ K)=— H(w), O(u+K)=0(u). 


Réunissons ces formules : 


H(u+K)= -H,(w), 
H,(w+ K)=—II(w), 
O(u+tK)= = O;(u), 
0, (u+K)= . O(w). 


Considérons maintenant la période 27K’. Les résultats s’ob- 
tiennent aisément pour ©, et H, en se servant des développements 


Tt? eS T ar 
= Ke wy! tage 2 KY)? 
One) =e e : 
somal 
r=— oo 
Tue + T 
— —— [u+(2n+1) ik]? 
Eby (ze) = en EBL S: er kn’! Ee 
om 
72 ar) 


Si l'on augmente de 27K’ l’argument, chacune des fonctions 0,, 
H, se reproduit multipliée par le méme facteur que l’exponentielle 


Désignons par » ce multiplicateur, c’est-a-dire posons 


Eee k’) 
Ye ; 


nous aurons 


0,\(u+ 2tK’) = 1 0,(u>, H,(u+ 2tK')=pH,(u). 
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Pour passer de la aux fonctions 9 et H, il suffit de diminuer l’ar- 


gument de K dans les formules précédentes : @,(w) et H,(w) de- 


viennent respectivement @(w) et H(w), » se reproduit multiplié 


yar ec’ est-a-dire —1, et il vient 
I , 


O(u+ 2tK’)=— pp 0(u), H(u+a7tK’)=— wl,(w). 


Réunissons ces formules: 


O@,(u+2tK’)= p O1(w), 
H,(u+2tK’)= pH, (wu), — Buti) 
O(uw+27tK’)=—pO(u), paste : 
H(uw+o2tK')=—pH (wu), 


Si lon ajoute la demi-période 1K’, nous ayons yu (n° 76) que 
les fouctions 0,, H, s’échangent a un facteur prés ) défini par 


77 ae 
m= — (2u+/K') 


Se 4K 


») 


2 


T 
we Perera Es 
4 kW 


i est le multiplicateur de l’exponentielle e 
Vaccroissement 7K’ de Pargument wu. 


correspondant a 


Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranche K de l’argu- 
ment, et si l’on remarque que.) se reproduit multiplié par 7, on 
trouve les formules correspondantes pour ® et H. On a ainsi 


@,(u+itK’)= H,(u), 
H,(u+7tK’)= O,(u), — 25 (a+ ik’) 
@(u + 7iK’)=tA H(u), 

H(u + tK’).= 1) @(u)y 


Enfin, si l’on veut ajouter la demi-période K-+iK’, il suffit 


dans 1s formules précédentes d’ ajouter K a l’argument, ce qui | 
donne ‘ 
O(u+K+ikK')= idkH(u), } 
H,(u+K+7K’) =—27) @(u), > -= 2u+ik') . 
@(u+K+7K')= XH, (uw), ‘ 
"H(i 4 KLEE Re.) Gotatae ; 
79. Addition d’un nombre entier de péeriodes. — Supposons 


@abord que l’on ajoute 2n K a l'argument; cela revient a ajouter 
n fois successivement 2 K, et, comme le signe de la fonction peut 


i 


\ 
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seul changer, le résultat se déduit immédiatement des formules 
relatives 4 laddition de 2 K. 

Supposons maintenant qu’on ajoute 2m K’, on pourrait encore 
ajouter successivement m fois 22K’; mais on peut obtenir de suite 
le résultat en remarquant que chacune des fonctions ©, et H, est 
égale (n° 76) a une fonction admettant la période 27K’ multiplée 
par Pexponentielle 


el 
4 Kh! 
, . 
D’aprés cela, 
; mut 
ey rey eer ne Se 
H,(u +2 mk’) =e H,(u), 
miTe 
i : aa Se aa 
O,(u+2mikK')=e Q,(u); 


en remplacant dans ces formules wu par wu mas on trouve 


mit 
—(u+mik’) 


H(u+2mikK') =(—1)"e_ s Bie); 


mit 
— —— (n+ mih') 


O(u+2mik’)=(—1)"e * 0 (wu). 


Enfin, on démontrerait de méme 


' — BU EE aut (2m+1)E KI 
H,[u+(2m+1)iK’]=e te @, (uw), 

; xa EME aut (2m4+1)ih') 
0,L[u+(2m+1)tK']) =e * H,(w), 


(2m+1)17 
es, LOTT 42778 A) 


H[w+(2m-+1)éK']=(—1)"ie- oA O(u), 


(977 -+1)77C a 
f2u+(2m+1)(hY 


O[u+t(2m+1)iK']=(—1)™ie  ** H (uw). 


' 80. Développements de H,, 0, 0, en produits infinis simples. — 
Ces développements se déduisent du développement de H (w) 
obtenu plus haut par I intégration de la série de cotangentes qui 


donne Z (uw). Nous avons trouvé (n° 74) 


H (w) = Csin eG (, — gr pai — ge Srl 


rn=1 


Cherchons d’abord le Fehon de la fonction 


’ imu 


@(u)= ~Vqer® H (w+ EK) 
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imu 
: rape e ; 
Quand on ajoute ¢K’ a Pargument u, l’exponentielle e * se 


reproduit multipliée par q; le facteur 


CC A? 4 € é 
Nak et 26 
devient 
1 iT int 
(ge? eh) 2K 5) 


2iVq 


et on obtient 


e OO a EA BE Sar 
(u) =— alge hptces , | [(— amr K Wor guine Ny 
G 5 


Si Von fait entrer dans le produit le premier facteur, on yoit 
itu aa 


que les facteurs contenant e K sont de la forme I— qe 
TU 


: : x nk 
ou nz varie de 0 aoc, et les facteurs contenant e de la forme 
rT 


kK 


‘ =k K . Dates : 
I— q?"t"e , ou nr varie également de 0 4%. On a donc, en’ 


@) 


Ae: 


posant pour abréger 34 


SQ 


es TT ( ae tee rel ea Stn! 


n=0 
TU 


=A (12g 00s +2) (1 2g% eos tt gh). 


Les développements en produits de H, et de 0, s’obtiennent 
immédiatement en changeant wu en u+-K dans les développements 
ci-dessus de H et de 0. 

Le facteur A n’est pas arbitraire puisque, dans les développe- 
ments en séries trigonométriques des fonctions H, H,, 0, 0,, les 
coefficients sont complétement déterminés. Ainsi, en identifiant 
les développements de 0, en produit et en série, on doit avoir, 
quel que soit 2, 


A(1+-2q cos2x + g?) (1+ 2g? cos2” + q®)... 
=1+ 29 cosa” + 2g*cos4x+2q% cosb4+.... 


On aurait une premiére expression de A en faisant x =o dans 


- 


v7 ae 


ce 
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cette identité. Jacobi a montré que expression ainsi obtenue peut 
étre remplacée par la suivante : 


hig) (big? )i( 1 — 9S) <5. 


Nous admettrons ici ce résultat. On verra, dans la Note V 
placée a la fin du Volume, comment on peut transformer le pro- 
duit infini pour obtenir la série trigonométrique et comment se 
présente, dans ce calcul, expression de A donnée par Jacobi. 

Nous réunissons ici les développements en produits simplement 
infinis des quatre fonctions. En posant 


A=(1— @¢@*)a— g*)a—@°)..., 


= A2\/q sinu(1— 2g? cos2u + q$) (1— 2g4 cos2u+q8)..., 


=AvxV/q cosu(1+ 2g? cos2u+ q*) (1+ 2g*cos2u+q8)..., 


= A(i1—2q cos2u-+ q?)(1— 2g? cos2u+q*).... 


) == A(i+2q cosou +92)(1+293 cos2ui g*).... 


Ces produits sont absolument convergents pour |g 1 et uni- 
p 5 I | 
formément convergents pour |q|2qi<1, et | w| borné. 


81. Relation 2* H’(o) =H, (0)®(0)®,(o). — Cette relation, 


sur laquelle nous aurons 4 nous appuyer, se vérifie trés simple- 
ment a l'aide des déyeloppements en produits infinis qui pré- 
cédent, en suivant une méthode donnée par Hermite (voir Vote 
sur la théorie des fonctions elliptiques, a la fin du Cours de 
Calcul différentiel et intégral de J.-A. Serret, 4° éd., t. I, Paris, 
1894, p- 791 et 798). 
On a immédiatement 
Hy (0) = 2 V7/q AP?, 
0(0) = AQ’, 
@:(0) = AR?, 
en posant pour abréger : 
P=(1+ 972) (i+ 9*)(1+ q°).... 
- Q=U—¢) G— 9?) —9)..- 
R=(1+ 9) (4+ 4?) (i+ @$)..., 
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les produits infinis étant uniformément convergents pour 
lgl/Sa at 
D’aprés la relation suivante due A Euler 


(1— gq?) (1— 9*) a— @°) 

(i) (= 92) (==9 eee 
I 

(Gh) G@— g*)(1— 4) 


Q+q)(t+q?2)(i+ q)...= 


on voit que Yona 


ou bien 
PORE. 


D’aprés cela, 
H,(0)'0(0) 01(0) = 2g A’. 


A 2Ku 
Calculons maintenant H’(o) en regardant H( 7) comme un 


produit de deux facteurs dont l'un serait sinw; nous trouverons 
2 K , % VF eal ate pai a ‘ h 
— iH (0) =A2Vqu— g?y2(i—q'*)2(1— g®)?.. = 2 Vq M3. 
On a done bien Pégalité qu’il s’agissait de démontrer 
2) ea 
*~ H'(0) = Hy(0) (0) 0; (0). 


Remarque. — Les expressions précédentes de H,(0), ;(0), 
0(o) montrent que Vk et VE, définies plus loin (n° 85), sont des 
fonctions uniformes de la variable t= 4 en s’appuyant sur la 
convergence uniforme des produits P, Q, R ainsi que sur la rela- 
tion PQR=1, on verra que ce sont des fonctions de g holo- 
morphes pour toutes les valeurs de g dont le module est moindre 
que I. 

Observons encore que si l’on remplace (n° 76) uw par hu, Ket K’ 
par AK et hK’, H, (0), O(0) et O,(0) ne changeront pas, tandis 
que H’'(o0) sera remplacé par h~'H'(o). Legalite que nous ayons 
établie ne sera donc pas modifiée. 


82. Formules relatives 4 l’échange de K et K’. — Dans la nota- 
tion de Weierstrass (voir, par exemple, n° 56) nous avons yu que — 
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les-fonctions 3(/uw|, ’), p(zu|w, w') peuvent s’exprimer a aide 


[ oe ° oy! . 
o(u Ta EONS Ppl u|—>» tw}. 
L U 


Comme actuellement nous posons 


des fonctions 


wr) Ke C= UKs 
ona 


= SN; iw =iK; 


on passe donc des premiéres fonctions aux deuxiémes en permu- 
tant K et K’. Nous allons établir des formules du méme genre 
pour les fonctions de Jacobi. 

Convenons de désigner par H(w|K, cK’) la fonction H cons- 
truite comme plus haut avec les deux périodes 2K et 27K’. Cette 
fonction s’exprime d’une maniére simple a l'aide de la fonction H 
construite avec les périodes 2K’ et 27k, H(a|K’, cK). Comme 


K’ 
ona supposé la partie réelle de = positive, il en est de méme de 
| K 
la partie réelle de —; la quantité 
KY. 
K 
a We 
qo= e nu 


a done un module plus petit que l’unité, et la fonction H(w| K’, 7K) 


est 
Bee Ga ae THEO hoe TL 
H(u| Kk’, CK) = 2V/o sin — 2 Vd 1 er a 
Cette derniére fonction vérifie les deux relations 
H(u-+ 2K’ |K’, ik) =— A(u| K’, 7K), 
aS Fy te naa K) , ae 
H(w+-2tK| K!, iK) =—.e4 H(u|K’, 7K), 


obtenues en échangeant K et K’ dans les formules relatives a 
Vaddition d’une période, yérifiées par la fonction H(w) ou 
H(-w| K, cK’). 

Ceci posé, dans le produit 


Lu i 
eure Hie By 2K) 


analogue 4 ceux que nous avons considérés déja a propos de H, 


APPELL ET LACOUR. 9 
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et de 0,, remplacons uw par tw; soit f(w) la fonction ainsi obtenue 


Tu? 
f(uj=e- KW FY (iw| K, cK’), 


° ~ 
On vérifie aisément les deux égalités suivantes, conséquences 
des relations fondamentales de Ja fonction H, 


PAC see OK) Ge) 


a 


) ate 5 (u-+éK) : 
I fiu+2tK)=—e TRUDE 

Ces relations sont identiques 4 celles que vérifie H(w|K’, cK). 
En outre, les deux fonctions f(w) et H(w| K’, 7K) ont les mémes 
zéros, savoir les valeurs de u données s par la formule 


iu =2mk + anik’, 
ou bien 
u=—amikK +onk’, , 


m et n désignant des nombres entiers. y 
D’aprés cela, le rapport 


f(u) 
H(wj|K’, cK) 


est une fonction doublement périodique aux périodes 2K et-a7K! 
et, d’autre part, cette fonction est partout finie : elle se réduit 
done 4 une constante. Désignons cette constante par Bz. Nous 
avons Videntité 


Tut 


e *8W H(in|K, 2K’) = BiH(u|K’, iK); 


on en déduit les suivantes : 


TT 12 


e *KK 9(cu|K, 2K’) = BH,(u|K’, ik), 


Tue 


e ‘KK 9, (iw|K, iK’)=B @,(u|K’, iK), 


Tit 


e. BW (iu | K, ZK") = B @(u|K’, iK). 


. 


Tsuffit pour cela de remplacer dans la premiére de ces identités u 
par u-—+_K’, dans la deuxiéme u par u-+-ck, dans la troisiéme wv 
par w-+-K’, en se reportant aux formules du n° 78 et a celles 
qu on en déduit par l’échange de K et A’. 

Quant-a Ja constante B, on démontrerait, en différentiant les 
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formules précédentes, et en se servant de la relation du n° 8h, 
aN 4 : K aa ; 1 
quelle est égale a we D’ailleurs le signe du radical doit étre 
choisi de telle sorte que sa partie réelle soit positive : car, d’aprés 


la troisiéme formule, il en est bien ainsi pour w=o0, K’=K, 
et, d’autre part, la partie réelle de B ne peut jamais s’annuler. 


83. Principales notations usitées pour les fonctions de Jacobi. 
— Weierstrass emploie les notations sutvantes, reproduites dans 


le Traité des fonctions elliptiques de Halphen a Chap. VIII) a 


A l 3 Bie ee a 
oy = yg sinte — 2\/q? sin3re + 2/925 sin5ze —..., 
S2(v) = 27 q cosne + 2/9? cos3nv +279 cosixy +... 
J3(0) =1-+2g cos2Te + 2g! cos4ne + 2qg% cosbny +... 


4o(?) =I1— 2g Cos2arv + 2-¢9* Cos4ry — 2q° cosb6xv —..., 
ou 
g= elnt c= pag 
a : 3c 
( 


On a seulement conservé ici la lettre g au lieu de la lettre. h 
qu’emploie Weierstrass pour désigner e!™*, 
La correspondance entre les deux notations est donnée par 


Fiza = Sy (<x) > 
Hy (it) == a(S) we 
0,(u) = 33 (x) ; 
OC == 6() “ 


Tannery et Molk (Eléments de la théorie des fonctions ellip- 
tiques, t. Il, p. 14) modifient la notation précédente en rempla- 
cant lindice o par Vindice 4 ' 


Jacobi, dans ses Tosa Ridenbae gesammelte Werke, t. I, 
p-. 497). met S_z(u, g) ot Von mettrait,: avec la notation 
de Weierstrass, 3.(2) et supprime lindice 0. Briot et Bouquet. 
( Théorie des fonctions elapagues,, 2° édition, p. 114) désignent 
les périodes 2K et 27K’ par © et 0’; ils emploient d’autres nota- 
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tions reliées a celles de Jacobi et a celles de Weierstrass par les 


formules 
u 
Hs (1) = Si ( .)= H(w), 
U, x 
os 
§ L =S =H u 
2(U) 3, () 1(w), 
~ u 
63(u = (Sk) = 0,(u), 
2 
50 a u 
OC) = (=) ==) Oz) 
\ 2 aN 
84. Relations entre les o et les S. — Ces relations sont : 
qyN-4 
Mic a, 
: H'(o0) 4 
o(m uw) Hy(u) gi0 
—) S. 9 
O14 a TER aS equ = H,(o) e 2 5) 
So 1 } 
; 17 
oD vt peel Sy; 
Sow = o(o + wi-+ Ut) e—(q+n)u = O1(u) ee F 
S c(o + w') 01(0) ; 
r 1% 
6 (w' + ) ; OL) ee 
osu = SS SSAT NE enna = : ) 2 © ; 
oa) O(0) 
ou bien 
LT) Fa, a ns f 
Seer 31(0 
BROS sel peas sped utah 
J,(0) 
1 es ae < 
serene k 3o(¢) 
é Op = S > 
ne 32(0) be ee 
= ses) B50) 20 
é Cot = ’ 
; 33(0) 
cia apne oe) 
Onlt <= ; 
° So (0) 


La premiére de ces relations a été démontrée (n° 21). Les 
autres s’en déduisent en tenant compte des formules relatives a - 
Vaddition dune demi-période, et en remarquant que 9), 92, 93 
deviennent égales a 1 pour uw =o. 


\ 
Il. — Fonerrons snw, cnu, dnu. 


85. Définitions. — Si l’on compare les multiplicateurs des 
fonctions H(w) et O(w) qui correspondent a la période 2K, puis 


\ 
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4 la période 27K’, on voit que les premiers sont égaux et de signes 


contraires, - derniers égaux et de mémé signe; il en résulte que 


H(w) 


admet pour les mémes périodes les multiplica- 
O(u) 


teurs —1 et +}. 
Jacobi a été conduit a considérer les quotients des fonctions H, 


le quotient 


H,, 0, par la fonction ©. Posons 


sn = A Bey, 
O(u) 
Riper” 
O( uw) 
0,(u) 
1 = : 
dnu=G @(u) 


(On lit les premiers membres s, 7, wu, puis ¢, 2, uw, puis enfin d, 
n, uw en énoncant successivement les trois lettres.) Déterminons 
les facteurs constants A, B, C, de maniére que les trois fonctions 
prennent la valeur 1, 1a premiére pour u=K, les deux autres 
pour w= 0; nous aurons les égalités suivantes de définition : 


sn u = eS LAU 
a, Vk O(u) 
Petes Kk Hy(w) vars H(K) _ Hi(o) 
EIN, O(a): “<= “@CK)..@1(0)” 
= = O,(u) = 9(0) 
dnu= Vk Bay’ ki = 5:(0) 


La fonction snu est seule impaire; les deux autres sont paires 
sn(—u)=—snu, cn(—u)=cnu, dn(—u)=dnu, 


Cela résulte de ce que H(w) seule est impaire (n° 76). 


86. Addition dune période ou d’une demi-période. — Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H,, 0, 0, donnent immédiatement 
sn(w+ 2K)=— snu, sn(w+2tK')=  snu, 
en(u+ 2K)=—cnu, cn(u-+ 27K’) =— cnu, 


dn(w+2K)= dnu, dn(u + 27K’) =— dnu, 
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puis 
, a nu pa I 
sn(wu+ kK) = ? sn(w-+ 7K’) = ——, 
dnu Asnu 
. ~k' sn é ately dnu 
en(u + K) = ——____,, en(u+ 7K’) = ——, 
dnu tksnu 
: Kk Bet cnu 
dn(uw+K)= > dn(u+ 2K’) = - > 
dnu usnu 
Z ee dnu 
sn(u+ K+ 7K’) = ——, 
Acnu 
hie ra 
en(u+K-+7K') = ———, 
tkhenu e 
‘ : th'snu 
dn(u + K + 7K’) = ———.. 
chu 


87. Construction, 4 aide des fonctions sn, cn, dn. de fonctions 
elliptiques aux périodes 2 et 2’ ou 2h et 2tK’. — Les fonc- 
tions snw, enw, dnw n’admettent pas les deux périodes 2K et 2th; 
par exemple snuw change de signe quand u augmente de 2K. Mais 
il est aisé de construire avee ces fonctions des fonctions elliptiques 
admettant ces deux périodes : telles sont, par exemple, les deux 
fonctions 


sn?u, snucnudnu, 


et, en général, toute fonction rationnelle de ces deux fonctions. 
Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction ellip- 
tique aux périodes.2K et 27K’ peut s’exprimer rationnellement a 
Vaide de ces deux fonctions. | 
Avec les fonctions de Jacobi on peut done, tout comme avec les 
fonctions p et p', construire toutes les fonctions ellipuques aux 


périodes 2K et 27K’. 


88. Périodicité; zéros; poles des fonctions sn, cn, dn. — Les 
périodes des trois fonctions se déduisent immédiatement des rela- 
tions (1): NSE SE MS . ls 

snuw admet les deux périodes....... 4K et 2uK’, 
cnu » sists ers, seb gy Ik atone 


dnu » sels eee CAS TEL 4tK’, 


el ces trois couples de périodes définissent (aux translations prés) 


’ 
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trois parallélogrammes élémentaires différents P,, Pa, P, corres- 
pondant respectivement a snu, cnu, dnu. 

Les zéros de ces fonctions sont respectivement ceux de H(w), 
HI, (w), 9,(w) a savoir : 


ViGLOS MENG ban ee eo) ae teen omK + 2ntK! 
» est} i Adee eo Vee raise a (om +-1)K + 2nckK’ 
» in ORG Senre bee a one (om +1)K +4 (2n+1)th’ 


ce sont tous ‘des zéros simples. 
Les péles des trois fonctions sont les mémes : ce sont les zéros 
du dénominateur commun 9(u). 


Poles de snu, cnu et dnu....... amK + (2rn+1)th’. 


Ces pdles sont simples. 
Si lon construit le réseau des parallélogrammes P ayant pour 
sommets les points 


“up toamK +ontk, 


chacune des trois fonctions a un pole et un zéro dans chaque 
parallélogramme. 

Mais, si l’on considére chacune des trois fonctions snu, cnu, 
dnu dans le parallélogramme élémentaire (P,, P2 ou P) qui lui 
correspond, on vérifiera aisément que ordre (n° 38, 42) de cha- 
cune de ces fonctions est égal a deux. 


89. Formule d’addition préliminaire. -—- Nous obtiendrons 
immédiatement les formules que nous avons en vue, en appli- 
quant les théorémes généraux sur les fonctions ellipuques, prece- 
demment établis. 

Considérons les deux fonctions 


(5) snusn(u—«), enw en(u—a)— cna, 
ou # désigne une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
périodiques aux périodes 2K et oiK’. Elles sont chacune du 


second ordre, car elles admettent dans un parallélogramme P des 
périodes deux péles simples, a savoir les zéros du produit . 


O(w)O(u—«a), 


_. dont chaque facteur a un seul zéro dans un parallélogramme. Les | 


pe 
Va 


| tem 
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fonctions (5) ont done deux zéros dans un parallclogramme P des 
périodes; ces deux zéros s’apercoivent immédiatement : ce sont 
les points homologues de u=o et u=«. En effet, chacune des 
deux fonctions s’annule pour ces valeurs de wu. 

Les deux fonctions doublement périodiques (5), ayant mémes 
zéros el mémes infinis, ne différent que par un facteur constant; 


on a done 
cnuwcn(w—a)—cena= Asnusn(u—=x), 


A désignant un facteur constant. Ce facteur se détermine en fai- 
sant u = K; il vient alors 


eng 
p) 
dna 


A =— dna. 


—cnaz=A 


Kin remplacant A par cette valeur dans Videntité précédente, on 
obtient la formule suivante d’oti nous déduirons toutes les autres 


formules d’addition : 
(6) cnz= ¢nuwen(u—a«)+snusn(u—a)dnz. 

90. Relations entre les fonctions snu, cnu, dnu. — En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), ¢ == 0, on trouve 


sn2u+ cn?u=1. 


Dans cette formule remplacons u par u-+-cK’. En tenant compte 
des égalités 


sn(w-+tK') = ae on(u + iK’) = oe 
il vient 
I dn2u 
esntu. sntu.? 
ou enfin 


dn2u + k2 sintu =1, 


Ainsi deux des trois fonctions sn?u, en?u, dn2u peuvent 
s’exprimer linéairement en fonction de la troisiéme. On a, par 


exemple, 
cn2?u =1— sn?u, 


dn?u —=1— k% sn2u. 


91. Module. Module complémentaire. — Dans la relation 


dn?u+ k2sn2u =1, 
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faisons u= K; ona dabord snK =1, puis la relation 


k' 


dn(u-+- Kk) = 
dnu 


donne dnK = £’, et lon est conduit a cette conséquence 
C2 h'2= 7; 


le nombre & s’appelle le module, le nombre i’, le module com- 
plémentaire. : 

92. Formules d’addition pour snu, cnu et dnu. — Dans la for- 
mule (6) posons «= —p, puis, dans le résultat ainsi obtenu, 
échangeons ¢ et w; nous trouvons 


ey: enuwcn(w+r)+snudny sn(u+er)=cnpe, 
7) f 
be; envy cn(u+¢)+sn¢e dnusn(u+¢)=cnu. 


Ces deux égalités vont nous donner sn(u+¢) et en(u + ¢) 
exprimés a aide de fonctions dont l’argument est wu ou v. 
En les résolvant par rapport a sn(u+ ¢), il vient 


cn? u — cn? 


(8) sn(u + ¢.) = ———______________.. 
; snycnudnu —snu ene dnye 


On aainsi une formule d’addition algébrique pour la fonction snw. 
On l’écrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le numérateur s’obtient de suite en fonction de snw et 
de sney en remplacant cn?w et en?y par 1—sn?u et 1— sn?9; le i 
_dénominateur est une fonction irrationnelle de ces mémes quan- ite 
utés. Si nous multiplions les deux termes par la quantité con- 

juguée du dénominateur, nous trouvons 
(sn2¢— sn2w) | sno cnudnu-+snucnedn¢ | a 


spn(u+?)= FSS TE SE OE ES LET pe EE SAG, ES PY 
( ) sn?¢ cn?u dn2u — sn? u cn? dn?p 


\ 


Le dénominateur est une fonction entiére de sn?u et sn?¢ qui 
s’annule pour u = 9; il doit done contenir en facteur sn? u — sn*¢. 
On a en effet 


sn*¢ cn?u dn?u— sn*u cn?¢ dn?” = (sn? — sn?u) (1 — k? sn2u sn?¢); - 
: 5 ‘ \ : 
alors le facteur sn? ¢ — sn?u disparait et il reste = 
-snucny dne + snecnudnu “7 
( SIUCE ENC) er , 
9) ( ) 1— k* sn?u sn?¢ rs 
; v 
, x, = 
t- 
Ly, ae a 
Pr 4yA oe 
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Formule d’addition pour cnu. — On obtient de méme 
en(w+-¢), en éliminant sn(u-+-¢) entre les deux équations (7). 
Effectuons le calcul : nous trouvons successivement 


q sneyeny dnu—snucnudne 
cn(u+e) = ———___—_ ; 
snecnudnu — snucny dnvy 


) sng ene dnu—snucnudne| ;snecenudnu-+snu cne dng! 
cn(u +9) = — ; : en 2a Dink Din? Gna 
} sn?y cn?u dn? u — sn?u cn2¢ dn? 


Dans le second membre le numérateur développé est 


) sn?9 dn? uw — sn?u dn? cnueny —snuwsne dnudn¢(cn2u—cn2¢) 


ou 
(sn? — sn2w) cnucne —snusn¢ednudne |; 


le dénominateur, on Va vu, peut s’écrire 


(sn2¢ — sn2u) (1— A? sn2usn2¢) 


On a done enfin 


5 cnucny —snusne dnudny 
(10) en(u + ¢) = ——_—___________—". 
‘ 1— A* sn2u sn2p 


\ 


Formule d’addition pour dnu. — La formule (6) 
cnz = cnu en(u — a) + snusn(u—a)dne 
deyient, en posant a == ue v, 
cn(u +) = cnucng —snusne dn(u+ ¢). 


Cette relation donne dn(u-+-¢) en fonction de cn(u-+¢): en ¥ 
remplacant cn(u-—+-¢) par lexpression (10) que nous venons de 
trouver, elle donne, aprés des réductions évidentes, 


dnudne — 2 snu sne cnucne 
1— k? sn2usn2¢ 


(11) dn(u + ¢) = 


On a ainsi les formules d’addition pour les trois fonctions sn, - 
cn, dn. 


Autres formules. — Changeant dans ces formules » en — ¢, 
on en déduit les expressions de sn(u — ¢), en(u — ¢), dn(u — ¢). 


- 


> 


‘ . 
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On a, par exemple, 


, snucny dne —snecnudnu 
sn(uw—e) = 3 
1— kh? sn2u sn? ¢ 


d’ou, en retranchant.de sn(u + ¢), 


asneenu dnu 


(12) sn(u+ ¢)—sn(u—?¢) = 


°° 
1— k2sn2u sn?¢ 


formule qui ya nous servir a trouver la dérivée de snu. 


93. Dérivées des fonctions snu, cnu, dnu. Multiplicateur. — 
Pour avoir la dérivée de snu, il faut chercher la limite de 


sn(u+h)—snu 
h 
teur comme on le fait dans la recherche de la dérivée du sinus, 


pour h=o. Pour cela transformons le numéra- 


en nous servant de la formule (12). Dans cette formule rempla- 


h h 
cons uw par u-+- = el 9 par =, cela donne 


h ( ) ( h 

; sn— cn{(a+—)dn(u+ — 
sn(u+h)—snu.. 2 2 2 
h Tench eager’ h 

ss heey fe sn? su (+ 9) 


2. 


b * Sn lt 
Appelons g la limite du rapport en quand w tend vers zéro : 


5 
h 
sa— 
2 ? 
alors aye tend vers g, et l’on trouve, pour h = 0, 
2 
dsnu eae 
= cn tu nu. 
du & 


Le nombre g se nomme multiplicateur. 


94. Expression du multiplicateur en fonction des périodes. 
Choix de périodes 2K et 2K’ telles que le multiplicateur soit égal 


pa : oor sn ; 
& Punité. — Nous avons a chercher la limite de 7 quand u tend 


vers zéro. D’aprés la définition de snu, ona 


H(u) 


BIN. OO) yt 285, 
uw’ -Hy(0) @(#) ” 
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. eA H 
or la limite de iad 


est égale 4 H'(o) et nous avons démontré 
(n° 81) la relation 
2K 


TT 


H’(0) = H,(0) 0(0) 0,(0). 


On a done 


te BiKO) H’(o) 
eee H,(0) @(0)’ 


et cette expression se simplifie, si on remplace H’'(o) par sa 
valeur tirée de la relation que nous venons de rappeler : g est 


alors donné par légalité 
Ke 


== 620) 


Jusqu’ici les périodes 2K et 27K’ ont été prises arbitrairement 
et avec le méme degré de généralité que les périodes 20 et 20! 
auxquelles elles sont respectivement identiques (n° 72). Or, rem- 
placons (n° 76), u par gu, o et w’ par gw et gw’; H, (0), O(0) et 
®,(0) ne changeront pas, tandis que H’(o) sera multiplié par g~' 
(n° 81) : g sera done remplacé par lunité. Il en résultera que la 
nouvelle période 2K (= 2 gw) vérifiera la condition 

= =10,(0) = 1 te8¢ 4 294482 98>. 

Et, puisque le multiplicateur g est égal a1, l’équation qui donne 

la dérivée de snu deviendra 
ay SB = ene dnu. 

A Vavenir, 4 moins de mention du contraire, K et K’ ne seront 
plus des quantités indépendantes : elles seront assujetties a vérifier 
Ja condition ci-dessus. . ‘ 


95. Dérivées successives. — En différentiant les expressions 
de en?u, dn2u, savoir 
cn2u =1— sn?u, 


dn2u =1— k? sn? wu, 
? 


on trouyera les dérivées de cnu, dnu. « . 
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Les dérivées des trois fonctions sont données par les formules 


d ( ) 1 
— (snu) = enu dnu 
du © ; 
d 

—(cnu)=—  snudnu, 
du * 

d- 

—(dnu)=— k*snucnu. 
du 


On peut aisément, en partant de ces formules, calculer les déri- 
vées successives de l’une des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les dérivées de snu, des expressions de la forme 


2 


d?P 
Brite ASM Ce) == (Ao+ Ay sn?u+ Agsntu+...+Apsn?P?u)snu, 


q2p+t 


fina Ww) = (A+ a; sn2u+ ay sntu+...+ ap sn?Pu) cnudnu, 


les coefficients étant des polynomes en /. 


96. Développements en séries entiéres. — En appliquant la for- 
mule de Maclaurin aux trois fonctions snu, cnu, dnwu et en fai- 


sant = — AG + -— i) on trouve ‘ 


u> 7 


< ze 
=k ke (a2 +3 pi 8 Mat “eB 9 ay tt: 
ene =u — ako ——5 + Akal +3) 2.5.4.5 eae ” Oat f 
enw =1— +(1+4 (ht) =r ike ik gy, 
y aed Ti oh rAO . 
kw us aa 
Seen ke hk?) ———— _ — k° (16 + 44k? + k*) ——— +... 
: ey te asc : s TERI a 


mais on observera que ces développements ne sont valables que 
si le module de wu est moindre que la distance de Vorigine a celui 
des zéros de O(u) qui en est le plus rapproché (n° 4 et 88). On 
voit qu’en négligeant uw‘, cnw peut étre remplacé par cosu et dnu 
par cosku; de plus, en négligeant u*, on peut remplacer snw par 


sin (uw \/1-+ Kk) 
Vi+ ke 


97. Dérivées des fonctions inverses. Premiére idée de l’inver- 
sion a Vaide des fonctions de Jacobi. — De méme qu’en Trigono- 
métrie les dérivées de sinu et cosu conduisent a celles des fonc- 
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tions inverses arc sing et arecosz, les résultats précédents nous 

fournissent les dérivées des fonctions inverses de snu, cnu, dnu. 
Soit par exemple 


(13) i= SITES 


cette équation résolue par rapport a w donne, pour uv, deux valeurs 
dans un parallélogramme P, (n° 88) construit ayec les périodes 
4K et 2cK’, car la fonction snu admet P, pour parallélogramme 
des périodes, et elle est du second ordre. 

L’une de ces valeurs étant appelée wu, l'autre est 2K — uw; ear 


sn(2K —u)=snu; 


ce résultat est d’ailleurs une conséquence immédiate du théoréme 
de Liouville (n° 39). 

Les racines de l’équation (13) forment done une double suite 
de valeurs 


ut 4mk + 2ntk’, 2k —u+4mK+anck’, 


m et n désignant des entiers. nN 


Nous désignerons plus spécialement par_u celle de ces valeurs 
qui, suivie par continuité, s’annule avec @ et nous Vappellerons 


(14) u=arg'snz 


(Végalité précédente ees : wu égale argument sn7). 


- Or (13) donne 


Nous voulons cale 


aux q 
— =chnudnu= 
du 


(1— a?) (1 — Ak? 22 


Donec 
du r I 


(15) SAREE Gf Bee Cte Ba ti 

dx VG— 2?) (1— ka?) 
Telle est la dérivée de arg snz; elle est algébrique comme celle de 
are sin.r, Comme u et & s’annulent en méme temps, l’équation (1 5). 
donne par V intégration 


da 
(16) umf : 
6 Vi aa ae) 


Inversement, si l'on est en présence d’une équation de cette 


2 
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vo 


forme, il est naturel d’en conclure 


u = arg snz, xe = Ssnu. 


C’est ce qu’on appelle faire l’énversion de l’inté serale (16). Dans 
toutes les applications qui suivront, nous i dantons toujours que 
Vinversion est possible quel que soit & : en d’autres termes, nous 
admettrons qu’a toute valeur de & on peut faire correspondre une 
valeur de g permettant de former des fonctions de Jacobi qui con- 
 duisent a une fonction sn w, de multiplicateur 1, vérifiant (16). Ce 
postulat, qui correspond a celui du n° 34, sera justifié au Cha- 
pitre XIH, dans la Note VI, et pour & réel, au Chapitre V (n* 111 
et 112). : 


On trouve de méme 


darg cnx I 
1 i ee 
eg + /(1— a?) (K8+ R22?) 
dargdnzx I 
dx i 


+ VG — 2?) (a? — k?) 

Dintégrale (16) est appelée une intégrale elliptique de pre- 
miére espéece, sous la forme normale de Legendre. Nous préci= 
serons ultérieurement les notions précédentes (Chap. VII et XH). 


98. Dégénérescence. — Les fonctions sn, en, dn se réduisent a 


des fonctions circulaires ou exponentielles lorsque k? est égal ao 
“OU & I. 


1° k? =o. L’équation (16) devient alors 


; 
ae dr 
“= eer 
; Vi— 2? 


la fonction z = snu devient done w = sinu. Les fonctions 


cnu = Vi—sn2u, dnu=/Vi1— fk? sn2u 
deviennent \ 
cnu = cosu, ohit 7a 


On peut. vérifier qu’alors les formules d’addition (g) et (10) se 
réduisent aux formules donnant sin(w--¢), cos(uw+-¢). 


nD 


2° k?=1. Alors‘ona eats (16) 


ioe te ul 
u= = =Log =arethe 
Ss 20 (Sopee o 2 : 
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dou 
e&— eu 
n= snu = ———— =thu; 
evo eu 
puis 
ee 2 I 
cnu = dnu = V1—sn?u= = : 
Cue eae chu 
99. Relation entre pw et snu. — La fonction snw que nous 


voulons comparer a pu est celle dont le multiplicateur est égal 


a UVunité, de sorte que, si l’on pose 
B= Sn, 
s satisfait a Péquation différentielle 


= = /(1— uv?) (1— Ku? ). 


Alors les périodes 2K et at’ de la fonction sn?wu ne sont pas 
arbitraires (n° 94). Elles doiyent satisfaire a la condition 


(/24 = 1-29 19 g# a 2g? =. 


Au contraire, les périodes 2 et 20! de pu sont prises arbitrai- 


t 
Ww : 
rement': on suppose seulement que dans le rapport Pe la partie 
réelle, est positive. 


“a, : Une’ 
Considérons la fonction sn? > ott i est une constante; cette 


\ 


fonction admet comme périodes 2K) et 2tK'. On peut déter- 
lt 


5 alent des valeurs 
\ 


miner A, K, K’ de facon que les périodes de sn? 


données 4 Vavance 2 et 20’. Sil’on prend 


la quantité g est connue et la relation entre K et ¢ déterminera kK. 
Au moyen de l’indéterminée on pourra satisfaire a la condition 


2KA = 2w 


cr 


2 K 
et, en se reportant a la valeur de 7 On trouvera 


2tK') = 2w’. 
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Prenons alors la fonction pu construite avec les deux périodes 


dnd , : mae 
20 et 2w/, et comparons-la a a a admet les mémes périodes. 


d2 sn? — 
X 


Dans un parallélogramme de périodes contenant le point 0, ces 
deux fonctions ont un seul pdle, le point v=o, qui est un pole 
double. On a, de plus, quand w tend vers zéro, 


Xi. : u> 
lim u2 pu =1, lim ———- =1. 


u 
2 sn2 — 
nN 


Les deux fonctions, qui, d’ailleurs, sont paires, ont donc méme 
» gui, ’ p ) 
partie principale dans le yoisinage de u = 0 et la différence 


I 
pu— 


u 
2 sn2 = 
nN 


est une fonction doublement périodique aux périodes 20, 20! qui 
reste finie dans un parallélogramme des périodes. Elle se réduit 
done A une constante C et ona 


Pour déterminer la constante C, développons en série le premier 
membre dans le yoisinage de w= 0. Ona (n° 96) 


T+ Kk? , 
nu = u— —ui+..., 
See I I 1-+ k2 . 
smu ou? 1+ k2 Bit ye paeg aah eels wee 
1— eas 
Be) 
et, d’autre part, 
‘ I 
pus + 2 uwt+.. . 
Donec 
1+ k® 
C= pu— = 72 Se ue an 
2 sn? — 
: ey ene : ; 
Faisant u= o, ona C= — act d’ou la relation cherchée 
ye I+ k2 z ed a | 
pus 3)2 ee ee 
sn2 — 
h 
APPELL ET LACOUR. 10 
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On sait que y = pu satisfait 4 Péquation différentielle 


dy\? 

(%) = 4(¥ = €1) (I> C2). CF = Ca) 4 oe ye 
au 

avec les conditions 


e&:=— pw, C2= plwt w! )s e3 > pw’. 


Calculons e,, é@2, e; en fonction de k? et de 4; pour u=o, 
u 7 a 
a se Sn Ko SS ry 


i 
It+k % I 
eS a 
322 rz? 
I u * he SS val] 
pour u=w!; >= iKY sng Keo, 
Likes 
SPR OLEy OR: 
F u r “77 Ww ' 
pour u=o-+o,~=K-+ IK, sn(~)=_7; 
nN k 
; 1+ k? Kk 
C2 = Pl M+ W Me REAR SE GT 


Aprés des réductions évidentes, on trouve les égalités 


2 — kh? 2 k2— 1 r+k 
e,= ? te, = =, 2, = ) 


By 


Dans le cas particulier ot l'on considére la fonction pu con- 
struite avec les périodes 2K et 27K’ elles-mémes, on a) =1 et la 
relation entre p et sn devient 


1 I 
= Ces fre 
P= 3 (A +1). 
100. Théoréme. — Toute fonction elliptique aux périodes 2K 


et 21K’ est une fonction rationnelle de sn?u et de sa dé- 
rivée 2snucnu dnu. 
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En effet, nous avons démontré (n° 49) que toute fonction ellip- 
tique est une fonction rationnelle de pu et p'u. Comme la rela- 


tion ci-dessus donne 


; 2snucnudnu 
pu =— ————_» 
sn*u 


on voit que la fonction considérée, exprimée rationnellement 
en pu et pu, se transforme immédiatement en une fonction 
rationnelle de sn? w et de sa dérivée. 

Si lon considére en général une fonction elliptique avec des 


périodes quelconques 2 et 2w’, elle est une fonction rationnelle 


, ; ‘i . 9 ne ae 
de pu et pu, c’est-a-dire de sn*> et de sa dérivée. 
\ 


101. Développements de 7 et de 7’ en séries. — Pour avoir un 
développement de 7 en série, nous partirons de la relation entre Cu 
et Z(w) démontrée Chapitre IT, n° 21 [équation (19)| et que nous 
récrivons 1¢1 


v 
= = tCu—Z(w). 


En prenant les dérivées des deux membres et en faisant ensuite 


u — ww’, nous trouvons 4 


—=—pu—Z'(u), 
puis 
-=— Pee Z'(w'); 


‘ 


Z'(w') peut s’obtenir en faisant uw = o dans 


Pete eral nee SA cia Be) 


d | d [se] 


Or, du développement en produit infini de @(u) obtenu au 
n° 80, savoir 


6(u) = A (12g eos +9) (1 = 2g? cos" + 4°) sere), 
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on déduit successivement 


] 
O'(u D507 aw hovel ee : 
Ce) BF i RY a Oe 
O(u) co) 3) : eae “ ae a teeta ‘ 
s — 2g cos — — — 
C A 7. q is q 
d @'(u) TU 
— = P sin — 
du O(u) (o) 
3 Yar? aU 
+ Bi Rae dls Dei he fa ain —— cos 
TU TU w)? a) 
D329 00s Se fe I— 243 cos ———=-.g° 
i) Ww 


\ 


P désignant une fonction de wu qui reste finie pour uv = 0, et les 
dérivations étant évidemment légitimes. Done 


y : 272 q” 
VAN Gr nt eter ee Newt hE AGS 
oe w? 02 dad (I— Gg”)? 
et, par suite, 

f 2 72 ope phe 


7 
= C= eee fats ph ag ERS 
O) eae w? (1= q®)? 


Pour avoir le développement de 7’, dans Végalité précédente, ! 
RPO)! t a) 
! F a . Bron 
remplacons w et w par wet —w; ge devient qo—e 5 


de plus, es = pw’ devient e, = pw, et nous obtenons 
’ n -- 
1 272 NV 75 —int— 
oa, CC ———— —— Jo=—e eo 
oy utr’ w'? deal (1 Gy?” 19 


(ILI SOWA Bolle 


102. Exemples de décomposition en éléments simples et d’inté- 
gration. — 1° Prenons d’abord la fonction 
f(u) = —— 
~~ \sn2u—sita- 
ou @ est une constante qui n’est pas de la forme 2mK +2 niK’. 
Cette fonction, de périodes 2K et 21K’, est du second ordre; elle 
admet, dans un parallélogramme défini par les périodes précé- 


dentes, deux pdles simples homologues respectivement des points 
+ aet —a. Le résidu A relatif au aie ua est 


= 


A= bhsie =e ee 
2 = 2 
sn*-u sn-a 
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pour vu =a. La limite de ce rapport s’obtient immédiatement en 
prenant la limite du rapport des dérivées 


I 


2snacnadna 


Le résidu relatif 4 Vautre pole vu = — a est — A. On a donc, en 
appelant B une constante, 


f(ujy=H=AZ(u—a)— ALZ(u+a)+B, 
ou, en remplacant A par sa valeur, 


2snacnadna 
Sr HR ESE Ne 

sn2u — sn?a@ ( ) ( ) 2 

C désignant une autre constante. Nous déterminons C en fai- 
sant u = 0, ce qui donne 

2cnadna P 
Cote  atetohilee tea Sy Her 
snd 
Cette valeur de C se simplifie si l’on se reporte a la définition 


de snu, 


qui donne, en prenant les dérivées logarithmiques des deux 


membres, 
enu dnu 8'(u) 
Seer eae ime ; 
snl 0(u) 


on a donc en changeant u en a 


ig OD 
itech Bae 
d’ot la formule définitive 
: “ 
8 cen card el aay ae lll Fee Ba ‘(a) 
Mas) sn?u'sn?@ so: us \4 vite? 0(a) 


Cette méme formule s’obtiendrait aussi en regardant le premier 
membre comme une fonction de a et en le décomposant en élé- 
ments simples. 7 

En intégrant les deux membres par rapport au, ona 


f RS au = bos Wd) 


ac a UL mise | ——* + const. 
sn?u — sn?a ° H(u +a) (a) 
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De méme en intégrant les deux membres de la formule (18) 
par rapport a @ et en remarquant que 2 sna cna dna est la dérivée 


de sn2a, ona 


Log(sn?a—sn?u) = Log H(a—u)+Log H(a+u)—2 Log 0(a)+LogC, 


C désignant une constante relativement a a. 
On en conclut 


H(a—u)H(a+ 
sn2a— sn2u = Ce ea 
6? (a) 
et, en faisant a = 0, 
Ay sn2u 1 O2(0). 


= os See eas Peed Ne 
ares 6°) Fac) k @?(u)? 
d’ou la formule définitive 


6?(0) H(a—u) H(a+ uw) 
k 0?(a) O2(u) 


sn2a@— sn2u = 


2) 


mettant en évidence les zéros et les poles du premier membre. 
9° ‘Proposons-nous maintenant de décomposer en éléments 


simples la fonction 
I . 
sn2u 


de périodes 2K et 27¢K’, et qui admet, dans un parallélogramme 
des périodes, un pole double homologue du point vu =o. Comme, 
dans le domaine du point u=o0, ona 

I 


I : 
= —, + fonction holomorphe, 
sn2u us 


on aura 


(19) OT) (ape: 


sn2u 


D désignant une constante que nous allons déterminer. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) wen u+iK’, en nous 
rappelant les relations suivantes, établies aux n° 86 et 101 : 


I 
ksnu’ 
d 0'(u) 
du 0(«) 


sn(u+7tK’)= 


Z'(u + tK') = 


D’aprés cela, la relation (1g) devient, par changement de u 
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ae 
en u-+ UK’, 
d 0'(u) 


k*sn2u = — —— 
du Ou) 


Faisant, dans cette derniére formule, uw =o et remarquant que 
@'(o) = 0, car O(«) est paire, on a 


Rs e"(o0). 
; pa 0(0)? 
dot les deux formules 
1 e"(0) 
=—Z'(u)+ F 
sn? u ) @(0) 


( 
iy d @'(u)  @"(o) 


wires O(u) O(0) 


On en déduit par l’intégration 


du’ E 0"(o) 
< =— Z(uw) +u + const., 
J sn?u 0(0) 
6'(u e"(0 
ke? [smu du= eu) + u + const, 
4 O(u) O(0) 
Remarque. — La premiére des formules (20) peut se déduire 


aussi comme cas limite de la formule (18). Il suffit pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2a et de faire 
tendre a vers zéro. ; 


103. Notations d’Abel. — Dans son premier Mémoire (GE urvres, 
édition L. Sylow et S. Lie, Christiania, 1881; t. I, p. 263), Abel 
a désigné par 9, f, F les fonctions sn, en, dn. Plus tard, ul a 
employé la lettre 4 pour la fonction sn. Cette notation a été 
adoptée par Briot et Bouquet, qui désignent les trois fonctions sn, 
en, dn par A, vp, v: ; 


snu = h(u), cnu= p(u), dnu =v(u). 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV. 


1. Démontrer les formules suivantes, qui sont des conséquences des 
formules d’additions : 


29snacnbdnb 
pal ae (Nee 
1— k2 sn2a sn26 


sn(a+ 6)+ sn(a — b) = 


2cenacnb 


(1) 


ent a 7?) etn ig aane ee 1— k2sn2?asn25° 


2dnadnb 


dn(a+ b) + dn(a—b) => Ti antares 


sn2a — sn2b 
SC OES a ae aes 1— k2snzasnib’ - 
1 dn2adn26—k2 
kK? cn2a@en2b + k? 
1— k?sn?asn2b ? 


—— EES rr 


(2) en(a+ 6). cn(a— 6) = 
dn(a+ 6) dn(a—b)= 


2snacnadnb | 


(3) BAL Hae by on oO Je SB GAs ap) ONG oe 6) = ee 


dn(a—6)—cn(a—b) — dnacnb— cnadnb 
(4) sn(a—6) PS sna +sn6 . 
] 1+ dn(a—b) —_ ,snaenb+snbcna 
ReoCaSb) ane dné=—dnao 
2. Duplication de argument. — Faisant » = wu dans les formules 


d’addition et écrivant s.'c, d a la place de snu, cnu, dnu, il vient 


are 2 scd : 
iS i 
1 — k25% 
"-¥— 252+ k2sh — kK2+ 2k c2+ ke ck 
Chl u == es 
: 1—'k2 5% k? + 9k? e2— kr c+ 


1— 2k%s2+ f25% k2— 9k? d?+ ds 
dn2u = ———___ = —________—" 
1 — 2 s* —k'?+2d?— d' 
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En posant S=snau, C=cnoau, D= dn2au, ces formules s’écrivent 


r—. sd? 1— D kk? 522 DG k'? s2 
1 oe te ene Fae. dt Dae C7 oraa” 
Be AG t an 1) 
agua miees Pia rT? 
Gey eb ke" D 
Soe sec Way Ni Oe 
Ee ee Sal 
I+ C DG aes 


‘ Tye : 
Faisons wu = —K,-alorsS =1, C=.0, C=’; donc 
2 
| 


As ih I K k K — 
aa = | pane okay /a, dn = yk. 


3, Démontrer la formule de décomposition en éléments simples : 


k2?snacnadnasn2u _ 0'(a) + [@'(u— a) O'(u+a) 
fo heent asa, > O(a)i, or pote a) e(u+ a) 


(On peut déduire cette formule de celle du n° {02 en yremplacant wu par 
u-+tK’.) 


4, Vérifier que Von a 
—k [iso udu = Log(dnu+ kenu). 


Montrer qu’on ‘peut de méme déterminer les constantes a, bao de 
facon que 


a foenu du = Log(snu+ @ dnu), 


bf anu du = Log(cnu + 6’ snu). 


(II suffit de différentier et d'identifier. ) 


3. Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice intéressant 
pour appliquer la différentiation des fonctions elliptiques consiste a vérifier 


que la surface découverte par Schwarz (Gesammelte mathematische 
Abhandlungen, vol. 1, p. 77) 


enz + cny +¢ens+ cnrcnycnz—0, 


« 
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I a ; 
avec le module k = -, est une surface minimum dont la courbure totale 


en chaque point est nulle, satisfaisant, par conséquent, a la condition 
(I+ q?)r—2pgs + (1+ p?)t=o0, 
P, 7, 7, 8, € ayant leurs significations ordinaires de dériyées partielles 


de z par rapport a 2, y- On montre que cette condition équivaut a la 
suivante; 


sd (tt gro pgs +r ap yt © aX". AY 
21 fe 


z | Geek Ope 
(+ pig?) 


P1 et 2 sont les rayons de courbure principaux de la surface, et lon pose 
2 ¢ wee 
Xi 6 ae PY Ne Be vests SF ae 
Vi+ p+ g? Vit p+ @ 


Le lecteur trouyera le détail du calcul de vérification dans l’‘Ouvrage de 


Greenhill sur les Fonctions ellipliques, p. 35; 
Carré, 1895. 


traduit par J. Griess, 


6. Démontrer les relations 


0?(0) H(u +a) H(u— a) = 02(a) H2(w) — H2(a) 02(u), 
67(0) O(u+a) O(u—a) 


02(a) 6?(w) — H2(a) H2(w), 
07 (a) OF (uv) — H?(a) H?(w), 
07 (a) H?(w') + 02(a) H? (wu), 
Hi (0) Hi(u + a) Hi(u— a) = 0?(a) 03(u) — 02(a) 02(w), 

H1(0).01(@) @:(«) Hi(u— a) — 0, (0) Hy(a) Hi (uw) O,(u—a) 
‘ = 0(0)H(a) H(u) 0(u —a), 


Hi (0) O(a) Hi (wu) @(u) + H(a) (a) H(w) 0, (uw) x 
= @(0) Hy(0) H,(u— a) O(u +a). 


H3(0) @(u+a) @(u—a)= 


(Il suffit de vérifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d’un 
des membres par l'autre est’ une fonction de x admettant les périodes 2K 


et 20K’ et restant finie quel que soit w, Ce quotient est alors une cons- 
fante que l'on détermine en donnant a uv une valeur particulieére.) 


——— 32. —___ 
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE sau, cnu, dnu, 
QUAND K ET K’ SONT REELS. APPLICATIONS. 


Nous nous proposons, en vue des applications, de faire, pour 
les fonctions de Jacobi, une étude analogue a celle que nous avons 
faite pour pw dans le Chapitre HI. Nous supposerons, comme 


a ; uy’ ; , ‘ : 
dans ce Chapitre, que el — sont réels, ce qui revient a sup- 
poser K et K’ réels. De plus, K : K’ devant étre positif (n° 72), 
nous pourrons supposer K et K’ positifs. 


. [. —"K ar KeRRELS. 


104. Le module est réel et moindre que 1. — K et K’ étant 
réels, il en est de méme de q (n° 72) et, par suite, de H, (0), 
@(0), O,(0), (n” 80). Dés lors, k et k’ sont réels et positifs (n° 85). 


Et, comme on a 
Ret k= 1, 


le module & et le module complémentaire k’ sont tous deux com- 


pris entre o et i. 


105. Argument réel. — Considérons d’abord la fonction 


Mas Lea) 


2=snu == —: 
ui Vk @O(u) 


Quand w varie en restant réel de-o a K, z est réel puisque, dans 
— les développements en séries trigonométriques de H(u) et O(u), 
tout est réel; dans cet intervalle z varie d’une maniére continue, 
puisque O(w) ne s’annule qu’aux points u = 2 mK-+(2n-+1) tK’. 
De plus, la dérivée 

as 


— =cnudnu 


du 
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garde un signe constant, puisque les fonctions H,(w), 8,(w), 
@(w) ne s’annulent Fan aucune valeur comprise entre o et K; 
cette dérivée est égale a 1 pour wu = 0; donc elle est constamment 
positive: entre o et K. La fonction snw est’ croissante : elle ‘est 
nulle pour uw =o, et égale a 1 pour vu—kK. 

De la variation de snu, on déduit celle de env et dnu, ih Uu 
varie deo a K. En effet, 


nu /1—sn2u 


dnu= ~1— Fk? sn2u ? 


varie de 1 a0, et 


varie de 1 ak’. : 
On conclut de la les variations des trois fonctions dans tout 
intervalle réel en se rappelant que snw est impaire, que cnu 


et dnu sont paires, et que lona 


sn(u-+2K)=— snu, 
cn(u + 2K) =— cnu, 
dn(u+2K)= = dnu. 


106. Argument de la forme ¢ +./K’, ¢ réel. — L’égalité 


I 
ksne 


sn(o + 2K’) = 


donne immédiatement la variation de snu quand 


Li) Dy SAN 


et que ¢ varie de 0 4 K. Comme snv croit de oa 1, sn(e + 7K’) 


j 
décroit de+oa ve 


L 


Les fonctions 


cnu=/1-—sntu, ° dnw= Vi—ksntu 


sont purement imaginaires pour ces valeurs de wu. 


107. Argument purement imaginaire. — Les séries trigono- — 
Sette définissant H, O56; (ou encore. les formules du 

n° 82) montrent immédiatement que, wu étant ‘réel, H(cw) est 
purement imaginaire ; O(iw), H, (cw) et @, (cw) sont yale Done, 
snéw est purement imaginaire; cnzu et dnéu sont réels. 
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Pour étudier les variations de ces fonctions et mettre ces pro- 
priétés en évidence, nous nous servirons des formules du n° 82, 
relatives 4 l’échange de K et K’. 

Ces formules permettent de ramener les fonctions sniu, enlu, 
dniw, construites avec les périodes 2K et 21K’, a d'autres fonc- 
tions snu, cnu, dnw, construites avec les périodes 2K’ et avK: 


On a par définition 
0,(0) H(u) @O(o) Hi(u) 


I1,(0) O(u)’ ae H,(0) O(u) : 


snu = 
Transformons sniu en nous servant des formules suivantes 
démontrées n° 82 : 
nie Tu? 
e *KEH (iu | K, 1K’) = BiH (w|K’, 7K), 


Tu? 


e B® @(iu|K, iK’) = B Hy(w| K’, cK); 


nous avons d’abord 
H(iw|K, ¢K') < HC | KY, aK) 
@(iw|K, 2K’) Hy(u| K’, 7K)’ 


uis, d’une maniére analogue, 

por 8 
0,(0 | K, tK’) we O,(0| K’. tK) 
H,(0|K, 2K’) ) @(o[K’, 7K)’ 


~ 


et nous déduisons de la 


: ase _ .sn(u|K’, cK) 
sn(iu| K, cK’) =z UREN: 


en désignant par sn(w|K, 7K’) la fonction snw construite avec les 
périodes 2K et 2iK’, et par sn(w|K’, cK) celle qui s’en déduit 
par l’échange de K et K’. 

En raisonnant de méme et en employant des notations ana- 
logues, on démontrerait les deux autres formules 


Tamers 

en(w|K’, ¢K)’ 
dn(u| K’, éK) 
cen(u|K’, cK) 


en(iu| K, 7K’) = 
dn(zu|K, 7K’) = 


Ainsi, quand uw est réel, la fonction sniw prend des valeurs 
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purement imaginaires, tandis que cniu et dniu sont réels. I serait 
facile de suivre les variations de ces derniéres fonctions : il suffi- 
rait pour cela d’étudier leurs variations quand w varie de o a K’. 
Ainsi la fonction en(w|K’, 7K) varie de 1 a 0, daprés ce qu’on a 
vu pour les arguments réels; done cn(iw| K; 7K’) croit de 1 a—+-oo. 


108. Argument de la forme K + iu, u réel. — Prenons mainte- 
nant un. argument de la forme K + cu en supposant que w est réel 


et croit deo a4 K. On a d’abord 
cn tu, 
dniu’ 


sn( K-- tu) = 


puis, en se servant des formules précédentes et mettant les 


périodes en évidence, on trouve 


2 3 5 Wk 1 
sn(K + zva[K, tK’) = dntul KC): 

La fonction est done réelle et varie d’une maniére continue 
quand w varie de o a K’, c’est-a-dire de 0 a la demi-période réelle 
de la fonction dn qui figure au dénominateur. Appelons pour un 
instant k, le module des fonctions elliptiques sn(u|K’, iK), 
en(uw|K’, cK), dn(w|K’, 7K) : nous avons yu que, quand w varie 
de o a la demi-période réelle K’, sn(w|K’, ¢K) croit de o a1, 


dn(w|K’, 7K) décroit constamment de 1 a \/1 — 4?. Done, quand u 
croit de o a K’, la fonction 


sn(K + zu | K, ¢K’) 


re lig’ : I 
croit constamment de 1 4a ———— - 
i Vt— k2 
On peut trouver directement les valeurs extrémes de la fonction: 
pour wu =o, elle est bien égale a 1 puisque snK—1; quand 
1 


z comme le montre la formule 


u = K’, elle devient égale a 


I 
’ 
ksne ae 


sn(p + iK’) = 
dans laquelle on fait e = K. On doit done ayoir — 


= k=Vi-RHtK. 


1 I 

Sr ee Sa SS 
Jr ken & 
Le module des fonctions nouvelles sn(w|K’', (K), ..., qui 
est positif (n° 104), est donc 4’. 
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D’ailleurs, on peut calculer directement /4,, sans ambiguité de 
signe, en s’appuyant sur les formiles des n° 82 et 85, qui donnent 


H,(o| K’, cK)? @ (o|K. <K’)]? , 
ky = | ——_ >} = | ——— |] = F&F’. 
O,(o} kK’, cK 0,(0| K, cK’) 


109. Résumé. — Les résultats précédents peuvent se résumer 
ainsi. Soient Oz, Oy deux axes rectangulaires : prenons sur Ox 
OA=K, sur Oy OB=K’ et soit C le quatriéme sommet du 
rectangle construit sur OA et'sur OB. 

Lorsque le point dont Vaffixe est wu décrit successivement les 


ee NS X > . zt Salk a 
cétés OA, AC, CB, la valeur de snu varie deo a1, dera Zz) pus 
L 


de 7 ao: . 
UBER as, se ee OD A C B 


I 
ss + 2% 
k 

On formerait de méme pour cnu et dnu les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les cétés du 


rectangle OACB:: 


TR Oa Seer A O B 
Chit Sete te oO I ere 
UBie ert CG A O B 
GN ence nt (a) ke I ay 
x Fig. 7 
Yo 
¢ 
B Cc 
A-2x 


En étudiant chacune des fonctions snu, cnu, dnu.dans linté- 
rieur du parallélogramme de périodes P,, P:, P; qui lui corres- 
pond (n° 88), on démontrerait (cf. n° 58, Remarque) que les 
trois fonctions précédentes sont imaginaires a lintérieur du rec- 
tangle OABC; et que les seules valeurs de uw, qui rendent réelles 
ces fonctions, se -déduisent de celles que nous venons d’indiquer 
par le changement de wu en — u et par addition d’expressions de 
la forme mK + niK! (ou m et n sont entiers, m étant pair pour 
snu et cnu, et n étant pair pour cnu et dnu). 
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110. Expression des périodes par des intégrales définies. — La 


fonction 
ei tee SLL 


satisfait a Péquation différentielle 


dz 
— =cnudnu 
du : 
qui peut s’écrire 
dz 
an —————— 
(1— 2?) (a+ k2 42) 


Quand wv varie de oa K, ¢ est’ réel et croit constamment de o- 
a1 (n° 105); on a done 


y 1 
Ke {! As ee eae 
v0 V(E— 22) (1 V2?) 


le radical é étant pris positivement, puisque K est positif. 
D’autre part, si on pose 


Th see TH 


. : . 4 r i TE 
et si lon fait varier ¢ deo a K’, snw croit constamment de 1 a+; 


on en déduit 


k Az 
cK dz . 
v4 VC — 22) (1— 222) 


Or, en faisant le changement de variable, 


fp el | Saar 


ee 


if VO— 2?) (1— F223) ee 


K/ est done déterminé par Pégalité 


1 VA 
Ka f Bs OER ee J ’ 
0 VU — 22) (9— Kz?) 


ott le radical doit étre pris positivement, puisque K’ doit étre 


: 


Pintégrale devient 


positif. 
On voit que K’ est défini a laide du module complémentaire k’ 
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comme K est défini 4 aide du module k; par suite, quand on 
remplace k par k’, on échange par 1a méme K et K’. C’est, sous 
une autre forme, le résultat que nous avons déja trouvé, quand 
nous avons montré que le module des fonctions sn(w | RS ERS 
est égal a 4’ (n° 108). 


111. Relations entre K, K’ et &. — Les deux quantités K et K, 


exprimées sous forme d’intégrales détinies 


1, xe 1 3g 
G) K= = ee || Sin LEE 


ou 


apparaissent comme des fonctions de la seule quantité k. Elles 
sont donc liées par une relation. Cette relation est celle que Von 
a établie, entre K et K’, pour rendre le multipheateur 


Persie 
2 = lin—— 
uo U 


égal 4 1. Cette relation peut s’écrire (n° § 4) 


/9K 
(2) aa = O70). 


Ainsi les fonctions K et K’ de 4, définies par les relations (1), 
vérifient cette relation. : 

Les fonctions sn, cn, dn, construites avec K et ¢K’, sont done 
déterminées dés que l’on connait &. Aussi, au lieu de les écrire 
sn(w|K, iK’), les écrit-on plus simplement sn(w, 4), en(u, k), 
dn(u, &). Par le changement de 4 en #’, K et K’ s’échangent. 

Les fonctions sn(u|K’,iK), ... s’écriront donc sn (wu, 4’), 
en(u,k’), dn(u, k’). Avec ces notations, les formules établies 
plus haut pour argument purement imaginaire deviennent 


A PYST(t Ks 
ee y= i ee 

& I 
DSLR oS eenaraay aa 

: dn(u, kK’ 
rae ne CHLOE 


APPELL ET LACOUR. ie 
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Par exemple, si l’on se place dans un cas de dégénérescence 


(n° 98), A= 0, ona k! =1, et la deuxiéme formule donne 


elt + eat 


2 


cosiu = 


Le module k peut prendre une valeur réelle quelconque com- 
prise entre o et 1. En effet, dans la théorie que nous venons de 
développer, nous avons yu que, les deux quantités réelles et posi- 
tives Ket K’ étant choisies de fagon a vérifier l’équation (2), le 
multiplicateur est égal a 1, et le module *& donné par 


rye i kK 

7 H,(0) 2V¢ SES Ugh nae —T— 

JR =O 2 NE AV eee 
0,(0) 15 29% gyn. 


nous avons démontré ensuite que le module complémentaire 4’ 
s’obtient en permutant K et K’, ce qui donne 


oV qo Vliet ¢ 
Vk = 2 Gv 2V Jo +... = TG 
SS ts 


=€ 
aye en e Jo 
I 249 + 299 1... 


K ‘ aye 
Quand le rapport "a tend vers zéro par valeurs positives, g et k 


tendent vers zéro; quand ce rapport tend vers +, qo et Kk 
tendent vers 0, A vers 1; d’ailleurs, nous avons observé (n° 84, 
Remarque ) que k est une fonction holomorphe de g pour | q|<1, et 
une observation analogue s ‘applique af’, relativement aq). Done, le 


ERTL SSN Sa Shai e Rr: 
rapport 7; variant d'une fagon continue deoa-+ ~», k varie d’une 
fagon continue de o a 1; il passe done par toutes les valeurs posi- 
tives inférieures a 1. Enfin, on peut écrire (n° 81) : 


ce qui montre que, g croissant de o a1, ’’ va constamment en 
décroissant; par suite, A va constamment en croissant, e¢ prend 
une fois et une fois seulement toute valeur ky comprise entre o 
et 1. D’aprés la théorie que nous avons développée, les détermina- - 
‘tons de K et K’ qui font acquérir af Ja valeur k, sont données 
par les intégrales définies (1) ot Yon a remplacé & par ko; et, si 
Von désigne par sn(w, 4) la fonction snu de module k; que Von 
vient de construire, on peut dire, dés maintenant, que le sym- 
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bole sn(w, &) a un sens parfaitement défini pour / réel et compris 
entre 0 et 1. 


412. Inversion. — Supposons que, é& étant un nombre positif 
moindre que 1, on ait trouvé entre wu et s une relation de la forme 


(3) ua ff dE LS eee 
0 V(r — 32) i— k22?) 


On calculera les demi-périodes K et 1K’ par les intégrales 
définies (1). On construira ensuite les fonctions H, 0, H,, 9, 


sn(u,k), en(u, k), du(u, &) correspondantes, et, d’aprés la con- 
clusion du n° 411, on pourra écrire 


tf iets arg sn Z, Z2=—snu, 


Moat ON 1—'k2z2= dnu. 


Ainsi, en vertu des résultats du n° 411, le probleme de Vzin- 
? 

version de Vintégrale (3) se trouve actuellement résolu en toute 

rigueur pour & réel et compris entre o et 13 ¢’est la un résultat 

essentiel pour les applications que nous traiterons dans ce Cha- 

pitre (n° 97). 


113. Expression de K par une série hypergéométrique. — 
Dans la formule qui définit K par une intégrale définie, faisons 
== sing : on aura 


| 


fo, 
Ka [ (1 — Fk? sin?¢) * do. 
0 


Développons, par la formule du binome, la quantité sous le 
signe d’intégration 


nrn=o 


ae Sh ts 
free eh ain aie 2 ee > 
(1 — k* sin?) I+ =~ 


n=1 


je — I , 
271 2n 
a K27 sin?” o, 


ANGE ae 


D’aprés une formule due a Wallis et facile a vérifier, ona 


Tv 


J © fod 
: wT 1.3.5:..27 —t 
sin?” o do SE = eee ee 
by : Ate S) He Ot 
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Donec enfin 


r 1\2 1.3 \2 G West wat 
Cee a 2 wre tes fag me es Paes 5h 
K = [1+ (5) h + (=) kh, ples 5 “Bes ‘s | 


La série ainsi obtenue est un cas particulier de la série hyper- 
géométrique de Gauss 
ifs a8 zx a(a+1)B(6+1) a? 
F (a, 6, Y, ©) SI+ e eae ie ipo eRe PS ee 
af i! Y\ “ —— I) Lo 
convergente pour |x| <1. 
On a, en effet, 


t 


w : 
114. Valeurs réelles de pu, dans le cas ot w et — sont réels, 


rattachées a celles de sn? uu. — Supposons que la fonction pu soit 


t 
ae : w 3 
construite avec deux périodes 2 et 2w! telles que wet — solent 
réels. Nous avons étudié ce cas en détail (Chap. If). Nous pou- 
vons, a titre d’exercice, rattacher les résultats que nous avons 
obtenus a ceux du présent paragraphe, en nous servant de la 
relation entre les fonctions p et sn. Nous avons trouvé en général 


(n° 99) 


roeey: I 
u=— —— 
Pp 32 u 
2 sn2 — 
r 
avec 
2 Kes 9 wn DAK) 9 Ge 
I €y— @ ey—e 
eee 1 ee a Hist oo 
Cpa 6s €4 — &€3 €4— @3 


Dans le cas actuel, le polynome 


hee ee aes 
a ses racines réelles (n° 57); le discriminant 
A= 83 —2783 


est positif (n° 46). De plus, e, > e, >e3. Alors }2> 0; la valeur 
de k? est réelle et comprise entre 0 et 1; les périodes aK et 21K’ 
de la fonction sn?wu sont, la premiére an la seconde purement 
imaginaire. D’aprés cela, quand wu est réel, pu est évidemment 
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réelle. Nous avons vu (n° 56) que, l’argument wu étant purement 
imaginaire, pw est encore réelle; cela résulte de la formule 


P(tu; 22,23) =— P(u;'e2, — &z)- 


Nous allons vérifier cette formule en nous servant de l’égalité qui 
raméne pu a la fonction sn? wv. Cherchons l’expression de 


p(U; £2, — 83). 


. We € = . 
Quand on change g; en — g's dans |’équation 


on change les signes des trois racines €,, @), @; Ou, en précisant, 
si €,, 9, €3 sont les racines de l’équation précédente rangées par 
ordre de grandeur décroissante, les racines de l’équation 


GK aba hi S35 = 0, 
rangées aussi par ordre de grandeur décroissante, seront 
e, =— 3, e, = — ea, es =— 413 


le carré du module de p(u, g»— gs) est égal a 


/ I 
C5 — C3 ae €4— €2 
e, — e’ €4— &3 


~ On voit que c’est le carré du complément du module de la fonc- 
tion p(U; £2, 23); le multiplicateur de p(u; g2, — gs) est 


I 1 5 
2 = ———- = —— =)?; 
e€4— @3 €4— &3 


il est le méme que pour la fonction p(w; 82, 83)- 


En résumé, changer 23 en — g3 revient a changer k en k’, et 
Yona 
: 1+ k? I I 
plu; SSS S55 a) as artis ? 


et Ja formule a vérifier 


p(tu; £2, &3) =— P( 43 §2, — &) 
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équivaut a celle-ci : 


Nex sml ee I 1+ k2 I I 
ae SS : es 5 —os , 
32 2 Lu 322 2 u 
sn2 ny k) sn2 ig k) 
Xr x 


: i u 
ou, en tenant compte de la relation k? + 4’? = 1 et en posant 5% 


I I 
+ 
ke): sn2(p) k') 


eae ae, fe le I z 
sn2(7p, d 


or cette égalité résulte immédiatement de la formule suivante, 


démontrée au n° 107 : 


t tsn(e, k') 
snip, ie —— 
Cni( Pk ars 
Variation des valeurs réelles de pu. — Partons de la for- 
mule (n° 99) 
64 — C65 
pu = ée3+ : 3 


. 


u a 4 - u 
Quand = croit deo aK, sn > 


wu croit de o aw et pu décroit de +24 e,. 


croit de 0 41; en méme temps, 


.° u a . oer) ° 5 - 5» U 
Si lon pose = K + it et si lon fait varier ¢ de 0 a K’, sn? r 


: coon | €1— &3, R 
varie de Te eH emre temps, ona 
ke €y— €3 


u=o+ tt; 


t,(=¢) croissant par valeurs réelles de 0 aw’, pu va constam- 
ment en décroissant, depuis e, jusqu’a ey. 


. u . . . 
Si l’on pose ;= tK'-+ t et sil’on fait croitre ¢ de o a K, sn? < 


Ae te eer ima 
décroit de +a 7a en méme temps, ona 


C= wo! + ty; 


¢, croissant par valeurs réelles de o a w, pu croit constamment de 
€3 &eo. 
Enfin posons u = /t, faisons croitre (deo a os et servons-nous 
de la formule 
P(t; 82, &3) =— p(t; &2, — 83). 
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ays . ’ co, 20) 
Les périodes de la fonction écrite au second membre sont ns 
L 


et 200, puisqu’en changeant le signe de g's on échange / et k', par 

, 
. r r ' w . ) ‘ 

suite K et K’; on change done w etw’ en = et wo. D’aprés cela, 

l 
. “ wy’ AE a. ar 
quand t varie de 0 A-—, nous sommes dans un cas déja étudié ; 
to ¥ 


p(u; gx, — 8s) décroit de Vinfini a la plus grande des racines de 
Péquation 


Ce et or Sa 0; 


“ . ° . . - oy)! y A 
c’est-a-dire — e,. Ainsi, ¢ variant de 0 a —, p(l; 82, — 83) décroit 
l ie ; i 


de +oa 20 a é3. 


é, et par suite p(u; £2, 29) croil dle - 
En résumé: 4 ; 


1° Quand w croit par valeurs réelles deo A w, pu décroit de 
+ war e,; 
2° Quand on a u=w+l et que ¢ croit par valeurs réelles 


. w eit. : 
deoa—, pu décroit de e, a e2; 
t 


3° Quand on a u = w + tet que ¢ croit par valeurs réelles de o 
aw, pu croit de é; a e2; é 


4° Quand on a u—it et que ¢ croit par valeurs réelles de o 
' 


a ; 
a=, pu croit de 


ca es. 


Cette discussion a déja été résumée au n° 59. Nous pouvons 
d’abord en tirer cette conclusion que pu passe par toute valeur 
réelle. D’ailleurs, comme on l’a deja observé, ’équation 


pu—pe =o, 
/ 


n’a que deux racines dans un parallélogramme des périodes, 
puisque le premier membre est une fonction doublement pério- 
dique admettant zéro comme pole double et n’admettant pas 
d'autres poles dans un parallélogramme des périodes qui contient 
zero. Les deux racines sont évidemment, a des multiples prés des 
périodes, égales A + ¢ el — v. 

Nous avons ainsi retrouvé toutes les valeurs de w pour lesquelles 
la fonction pu est réelle. 
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Etude de la dérivée pour les valeurs qui rendent la fonction 
réelle. — D’aprés léquation 


p2u = 4(pu—e,)(pu —es)(pu —es), 


la dérivée p'u est réelle quand pw est supérieure 4 e, ou comprise 
entre 2 et é;; elle est purement imaginaire dans les autres cas. 
Voyons, avec plus de détails, comment se comporte la dérivée 
dans les cas examinés au paragraphe précédent : 


1° Quand w croit de o Aw, pu décroit constamment; la dériyée 
est réelle et négative ; 
je 
\ e , Ww 
2° Quand on a u=w-+i¢ et que ¢ croit deoa => pu décroit 
constamment, p’w est purement imaginaire, la dérivée de pu par 
¢. 
. fb ‘ Dee! ity Let : » pu 
rapport a ¢ est negative; cette dérivée est tp uy, ainsi fe est 
: t 
positive ; 
3° Quand on a w=w'+7 et que ¢ croit de 0 a w, pu croit 
constamment, p/w est réelle et positive ; 


' 


: ; e . w . * 
4° Quand on a u=it et que ¢ croit de 0 a+, pw croit cons- 
Ud 


tamment; zp'u est donc réelle et positive. 


.Dans chacun des cas précédents, on a examiné seulement un 
intervalle correspondant a une demi-période. En se servant de ce 
que la fonction pw est paire et admet les périodes 20, 2w’, on 
vérifiera sans peine le résultat suivant, se rapportant aux cas ot pu 
est réelle : 

La dérivée change de signe quand la partie réelle de u passe 
par un multiple dew ou quand le coefficient ce ¢ passe par un 


multiple de a 


Il. — BiQuaADRATIQUE GAUCHE. SURFACE DES ONDES. 


115. Equations de la biquadratique. La courbe définie par 


les équations 


We snu, 


(1) 


= cnu, 


Bd 
2=dnu, 


dans lesquelles uw désigne un paramétre variable, est intersection 
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de deux surfaces.du second degré, puisque l’on a entre 2, y, 3 les 


deux relations 
f= r+ y—1=0, 


2 = k27?+ 22—1=—0 


et, d’autre part, on peut toujours, par une transformation homo- 
graphique, ramener a cette forme les équations d’une biquadra- 
tique gauche, et cela de telle sorte que l’on ait 0 ke <1, ce qui 
assure la possibilité de la représentation elliptique (1) (n° 112): 
Nous allons indiquer les propriétés les plus simples de cette 
courbe, en nous’seryant de la représentation paramétrique préce- 
dente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire 
choix d’un systéme de périodes .qui appartiennent a la fois aux 
trois fonctions snu, cnu, dnu. Or, le plus simple des couples de 
périodes communs a ces fonctions est le couple 4K, 4iK’. Envi- 
sagées & ce point de vue, ce sont des fonctions elliptiques que 
Yon pourrait exprimer rationnellement a Vaide de la fonction 
meupoK, 2K’), construite avec ces mémes périodes, et de la 
dérivée de cette fonction. 

Soit P an parallélogramme des périodes AK et 4iK’ construit 
sur les deux périodes communes a snu, cnu, dnu. Nous allons 
montrer d’abord qu’a chaque point M de la biquadratique, les re- 
lations (1) font correspondre une seule valeur de w dans le parallé- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 


C= 24; 


nous obtiendrons quatre points My, M,, M;, M,, en associant a 
x = x, les quatre systémes de valeurs 


ystyi—ai, gatyi—Fk a. 


D’autre part, Péquation x = 2, donne 
snu— 2% = 0; 
Ja fonction elliptique snuw — a, ayant dans le parallélogramme ibe 
des périodes 4K et 4iK! quatre pdles simples, a savoir les poles 
de snu, y posséde quatre zéros Uy, U2, Us, Vas dont les trois der- 
niers sont les homologues respectifs de 


aK—w, 2tK’+ um, 2K + 2rK'— uy; 
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s1 4 uw, correspond le point M,(a,, 7, 3,) de la biquadratique, a 
(ly, U3, U, Correspondent respectivement les points Ms (x,, —91, 54), 
M3(21, —¥%1, — 2%); M,(2,, 71, —%,). En définitive, 4 Yun 
quelconque des points de la biquadratique, soit M,, correspond, 
dans P, une seule valeur uw, de u : dans le plan tout entier sur 
lequel on figure la variable u, il correspond au point M, une 
infinité de valeurs de uw données par la formule 


U=Uy+ 4mK + 4nik’ 
iam 1 


(m etn entiers). On a donc une représentation paramétrique par— 
faite de la courbe. 

Enfin on verrzit, comme au n° 62, que l'une ou l’autre des for- 
mules uj;=cuta (e?==1) définit une transformation biration- 
nelle de la biquadratique en elle-méme; en s'appuyant sur les. 
relations du n° 92, on trouvera aussitot que cette transformation’ 
peut étre écrite explicitement de la facon suivante : 


AT wa A ey 3 ae I 
ecdax+sys cy—esdax ds—ek*seny t— k2s? x 


(on a posé s = sna, c=cna, d= dna). 


116. Forme de la courbe. — On apercoit immédiatement la 
forme de la courbe, en remarquant qu'elle est symétrique par 
rapport aux plans de coordonnées, et quelle se projette sur Oy 
suivant un cercle, sur O03 suivant une ellipse, sur yO= suivant 
une hyperbole. . 

Mais voyons comment il faut faire varier largument pour obtenir 
tous les points réels de la courbe; x ely étant supposés réels, la 
relation 

Br y2= 1 


montre que chacune des quantités sn?u, en?wu est plus petite 
que 1 et on en conclut que wu est réel, 4 un multiple prés. 
de atK’. 
Or, on a déja observé (n° 115) que les points M, et M, (de 
parameétres u, et u, + 2UK’) sont symeétriques par rapport a Vaxe 
des x, et que les points M, et M, (de paramétres uw, et 2K — Uy) 
sont symétriques par rapport au plan des sx. Enfin, les points. 
de paramétres u et — wu sont symétriques par rapport au plan 
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des yz. Dés lors, pour construire la courbe, il suffira de faire 
varier w depuis o jusqu’a K. Nous obtiendrons ainsi un are BA de 
la courbe situé au-dessus du plan des x), allant d’un sommet situé 
dans le plan des yz 4 un sommet situé dans le plan des sz. ll 
restera ensuite A compléter la courbe en se servant des symétries 


indiquées. 


117. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
Pp q p 

un méme plan. — L’équation qui détermine les paramétres des 

points d’intersection de la courbe avec le plan 


Ar+By+Cz+D=0 
est 


(2) Asnu+Bcnu+ Cdnu+D=o. 


Le premier membre est une fonction doublement périodique aux 
| 
ériodes 4K et ’4iK’ admettant dans un yarallélogramme des 
4 | i 
périodes quatre infinis qui sont les zéros de @(u), par exemple 
les' points 


ik’, cK’+ 2K, TA iK’+ 2K. 


La fonction (2) a done dans un parallélogramme quatre zéros 


U,, Us, U3, UW, Correspondant aux quatre points dintersection du 
plan avec la courbe. La courbe est done bien du quatriéme ordre; 


de plus, la somme des zéros ne différe de la somme des infinis que 


par des multiples des périodes 4K et 4 iK’ : on a done 


Gap} Uy gt Ug Uy = 4mK + 4nik, 


m et n entiers. Cette condition nécessaire pour que quatre points 


soient dans un plan est suffisante. On le voit comme pour trois 
points en ligne droite sur une cubique plane (n° 61). 


Plans bitangents menés par une tangente donnée. — Soient uy 


le paramétre du point de contact M, de la tangente donnée et u le 


paramétre du deuxiéme point de contact M; ona 


2U+2Uu,= 4mK + Gnck’, 


-u=— ut 2mK +2nik’. 


Comme deux valeurs de u qui ne différent que par des multiples. 


\ 
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de 4K et 47K’ donnent le méme point de la courbe, il suffit d’attri- 
buer a chacun des nombres entiers m et n les valeurs o et 1 et, 


par suite, de considérer quatre valeurs de u, savoir 
=U, SS Uys Dh ae et Ke, ak erie 


Il y a done quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en M,; les points de contact sont les symétriques du point M, par 
rapport aux trois plans de coordonnées et par rapport a lV’origine. 
On voit de plus que les quatre plans bitangents menés par la 
tangente en M, sont les plans tangents aux quatre cones du second 
ordre passant par la biquadratique (trois de ces cones se réduisent 
ici a des cylindres). ' 

Il est facile de déduire de la que le rapport anharmonique 
des quatre plans bitangents menés par la tangente en M, reste 
fixe quand le point M, se déplace sur la courbe. En effet. les 
équations des quatre cénes sont 


9=h 22+ 22—1=0, 
e—kif—o, 
Pag 


Les équations des plans tangents au point M, sont de la forme 
[P= Q—k?P=o 
= (Oy ==. (0), Oe Pia O. 


le rapport anharmonique de ces, quatre plans est égal a k?. Il est 
constant et l’on voit que sa valeur donne le carré du module des - 
fonctions ellipuques qui ont servi a la représentation paramé- 
trique. . 

Si on prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
étant au point M, de la courbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace m, de la tangente en M,; les plans que l’on peut 
mener par cette tangente et les tangentes ala courbe de Pespace 


ont pour traces les tangentes a la cubique menées par le point m,. 
D’out ce théoréme : 


D’un point pris sur une cubique on peut encore mener quatre 
tangentes a la cubique et le rapport anharmonique de ces 
quatre tangentes est constant. 


: 
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Points de rencontre de deux tangentes a la biquadratique. 


gentes sont 


dans un méme plan et ne sont pas paralléles, leur point de ren- 


: : ; : 
— D’aprés ce que nous venons de voir, si deux tan 


contre est situé dans l'un des plans de coordonnées. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont-situés dans le plan z= 0, 
par exemple, il suffit de chercher la courbe décrite dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadra- 
tique. On trouve sans peine que ce lieu peut etre représenté par 
les équations 

i I 


Dates 


? 
cnlu 


et quil est du quatriéme degré. 

Cette ligne et les lignes analogues situées dans les autres plans 
de coordonnées et le plan de l’infint sont les lignes doubles de la 
surface du huitiéme ordre engendrée par les tangentes a la biqua- 
dratique. 


118. Plans osculateurs menés a la courbe par un point de la 
courbe. — Supposons que trois des quatre points d’intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les. 
paramétres de ces quatre points deyient 


d Ujt3u=4mK 4+ 4nik’ 
ou bien 


u : 
4K ee 4 AN ee 

3 
Il suffit de donner a chacun des nombres entiers m et n les valeurs 
o, 1, 2. J y adonc neuf plans osculateurs menés a la courbe, par 
le point M,: trois de ces plans seulement ‘sont réels. Quand on 

p 19 I 

projette la courbe, le point de vue étant en M,, les traces de 
ces plans deviennent des tangentes d’inflexion de la cubique. 


Plans surosculateurs. — Si les quatre points d’intersection de 
la courbe avec un plan viennent se confondre, la relation entre les 
paramétres de ces quatre points devient 

4u=4mK+ 4nik’ 
ou bien 
: d=mK+nik’. 


Chacun des entiers m et n pouvant prendre quatre valeurs 0, 1, 
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2, 3, on trouve 16 points. Ces points (dont 8 seulement sont 
réels) sont les sommets de la courbe : un des plans correspon- 
dants est la limite d’un plan bitangent dont les deux points de 
contact sont venus se confondre. 


119. Détermination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. — Considérons une corde joignant deux points 
quelconques M,, M, de la biquadratique; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gauche et admettant M, My 
comme génératrice rectiligne. Si lon méne un plan par la corde 
M,M, et si M), M’, sont les deux nouveaux points d’intersection 
de la courbe par ce “plan, la droite MM) est une génératrice de 
la surface S et une génératrice du eee systeme, en appelant 
premier systéme celui auquel appartient la droite M,M,. En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
M,, Mo, M’, M), sont dans un méme plan 


Uy + Ugt+.Uy + Uy = 4mK + 4nik’, 


on voit qwune génératrice d’un systéme déterminé de S ren- 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante. 

La valeur de la constante change seulement de signe quand on 
passe @un systeme de génératrices A l'autre pour une méme sur- 
face du second ordre; elle est égale a une demi-période 0, 2K, 
20K’, ow 2K + 27K’ quand la surface est l'un des quatre cones du 
second ordre qui passent par la biquadratique. 

Comme application, nous allons considérer des polygones dont 
les cotés sont des génératrices d’une surface § passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
-cherons la condition pour qu'un polygone ainsi défini se ferme. 

Tout W@abord, les polygones doivent avoir un nombre pair de 
cotés; de plus, ioe arguments de deux sommets consécutifs sont 
liés par les relations suivantes, dont les deux formes correspondent 
aux deux systémes de génératrices : 

Wj+ UU, =C, 
—(U+u3)=C, : 
Uztu, =C, 

— (u,+- us) = C, 


ary 
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(le signe de congruence = signifiant ici que l’égalité a lieu a des 
multiples prés des périodes 4K et 47K’). Sil’on veut, par exemple, 
avoir un quadrilatére, on exprimera que Ws; ne différe de uw, que 
par des multiples des périodes 4K et 47K’. En ajoutant membre 
a membre les équations précédentes on trouve 


fC =4mK+ 4nik’; 


C doit étre un quart de période. Les quadrilateres ne se ferment 
que si la surface considérée correspond a une telle détermination 
de C et ils se ferment toujours pour une surface ainsi définie. 

Il résulte de ce qui précéde qu'une surface du second ordre 
passant par la biquadratique est caractérisée par un argument 
elliptique défini au signe prés. 

Il est aisé de vérifier directement ce résultat. L’équation géné- 
rale des quadriques (Q) passant par la biquadratique s’écrit 


ve? + y2—1+)(k*a2+ 22—1) =0. 


Ces quadriques ne peuvent avoir leurs génératrices réelles que 
8 I 

Moar a hi 1 00 pour —.1< A<_ 0; les deux cas étant exacte- 

ment analogues, bornons-nous au premier. On peut poser alors 


A=! = — k2sn2a; 


Vargument réel a (défini au signe prés, et a des multiples preés 
de 2K et 27K’) caractérisera une quadrique (Q); ceci fait, les 


4 we “ , 5 Apr - = ; ? ey 5 ( as iT = 
équations d’une génératrice (D) d'un systéme de (Q) s’écriront : 


k(ysna—axena)=p (s—dna), 


k(ysna + #cna) = ema eS + dna). 


Substituons a 2, 7, 5 leurs expressions (1); ces équations vont 
devenir deux équations en uw, dont la premiére admet dans un 

‘ as Sr er : 
parallélogramme (aux périodes 4K, 47K’) quatre racines; parmi 
ces racines, il en est deux, a et 2K +a, qui ne conviennent pas 
a la seconde équation. Les deux autres, w, et v2, sont les para- 
métres des intersections de (D) avec la biquadratique; elles satis- 


font a la relation : 
; Uy + Uz =—2a— 2K. 


On a ainsi la valeur de la constante C de tout &lheure en fonc- 
tion de Vargument elliptique qui répond a TORE 
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On traiterait de méme le cas des génératrices du second systéme. 
(eS n/p). 


Pour 4? < 1, on poserai 
Observons enfin que la représentation précédente permettrait 
Wétudier aisément le cas of (Q) est Pun des quatre cones du 


second ordre passant par la biquadratique. 


120. Equation de la surface des ondes. — La surface des ondes 
peut étre définie de la facon suivante. Etant donné un ellip- 


soide (E) qui, rapporté a trois axes rectangulaires, a pour équa- 


tion 
a y? Z? 
Se EE Ma ae Le f —= 0 ras 
ail) CGR eae Io Care sa). 
‘ 


on le coupe par le plan (P), passant par le centre O, et d’équation 
pe i Coa | ; { 
Aw+By + Cz=0; 


sur la normale ON au plan (P) menée par O, on pote a partir 
de O, dans un sens quelconque, des longueurs OM’, OM" égales 
aux demi-axes de la section de (E) par (P) : le leu des points M’, 
M" est, par définition, la surface des ondes (S) relative a (E). 
Afin de trouver l’équation de cette surface, formons d’abord 
l’équation aux longueurs des demi-axes de la section variable. 
Pour que le point m (&, 9, ¢) soit un sommet de cette section, il 
faut et il suffit que le plan tangent a (E) en M coupe (P) suivant 
une normale a Om; en d’autres termes, il faut et il suffit que la 


normale a (E) en m (de paramétres directeurs proportionnels 

; ie \ ‘ oad a 

a ae, B =) soit dans le plan OmN; or cette condition entraine 
72” B2 


Pexistence de deux quantités f, g¢, telles que Pon ait 


(4) =ft+sA, gi Sat eB, pa Sot eC. 


Ajoutoas membre a membre les aibacas précédentes, apres re 
avoir multipliées respectivement. par S Nh, a nous aurons 


fr =1, ; | 


en désignant par / la longueur du demi-axe Om. Les équations (4) 
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donneront alors 


es ag Prerieren 
gr r= 0 see r2 — 82 gr? p2— +? 


Aa? y BB? C oy? 
Sad A 25. 


écrivons enfin que m appartient a (P), et nous obtiendrons 
Péquation aux longueurs des demi-axes de la section sous la formé 


A?a2 B2B2 =| Czy? 


ae + —— = 0. 
oan a 2 2 saya 8 
r 7d. r 6 7 / 


Ceci posé, désignons maintenant par x, y, 3 les coordonnées de 
Pun des points M’ ou M"; nous aurons 


= 2 2 Meee 
=>) Gra a a ma fe 


de sorte que l’équation de la surface des ondes relatives a (E) sera 


ga (3% 4/2 2 52 
aed Bey ? 


fi 


F : Eee F 5 Sh tg F ies 
Qe Vr Be TY ea 22 — 2 DA YP Be +2 


Chassons les dénominateurs et supprimons le facteur 2*-+ y?+- 3; 
nous obtiendrons I’équation de (S) sous la forme 


(2+ y? + 22) (a2 w+ B2 y2+ 722?) 
— (82- 2) a2 a2 — (724 a2) 82 72 — (42 + B2)y2 22-4 o2B272= 0. 
CB") ( Keak )Y By 


La surface est done du quatriéme ordre; elle est symétrique 
par rapport a l’origine, aux axes et\aux plans de coordonnées, ce 
qui était évident a@ priori. La trace’ de la surface sur chacun des 
plans de coordonnées se décompose en deux coniques : montrons- 
le d@abord en nous reportant a la définition géométrique du lieu. 
Si l’on coupe l’ellipsoide (E) par un plan tournant autour de Pun’ 
des axes, Oy par exemple, l'un des demi-axes de la section est 
constamment égal 4 8; autre est un demi-diamétre de ellipse 
principale située dans le plan zOx. Les points correspondants du 
lieu sont dans le plan Oz, et ils sont situés sur un cercle ¢ de 
centre O et de rayon §, ainsi que sur l’ellipse c, que ’on obtient en 
faisant tourner d’un angle droit autour de O lellipse principale, 
y =o, de (E). On vérifie d’ailleurs sur l’équation de la surface (S) 
que sa trace sur le plan vy = 0 est représentée par l’ensemble des 
équations 

Y=0, | (47+ 22 £?) (724? a2a?— 720?) = 0, 
APPELL ET LACOUR. 12 


* 
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et ce résultat nous conduit a mettre Péquation de la surface sous la 
forme 


(5) (w? + y2-+ 2? — B2) (o2a2+ Bry? + 7252 a2y?) 


—(a2— B2)( B2— 2) 72 = 0, 


que nous aurons a utiliser bientét. On trouverait, de méme, pour 


les traces sur les autres plans de coordonnées 
s=0,  (wtryt— zt) (atat+ Biya Bt) =o, 
v= 0, (HRA AN ay (By 2 Soy 8 ote ey? } nag), 


et Pon peut compléter ces résultats de la facon suivante. Intro- 
duisons les coordonnées homogénes X, Y, Z, T au moyen des 
relations 

xv I 


Sse Aes =-—; 
v Z did 


A 8 


on voit que (S) coupe le plan de Vinfini T = 0 suivant les coniques 
imaginaires 


D160; (X?-++ Y2-+ Z?) (a2 X24 B2Y24 y2Z2) =o, 


On peut donc dire que la surface des ondes coupe chacune des 
faces du tétraédre de coordonnées XYZT = 0 suivant un systéme 
de deux coniques, réelles ou imaginaires; chaque systéme de 
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coniques admet comme triangle conjugué commun le triangle 
suivant lequel la face considérée du tétraédre est coupée par 
les trois autres faces. D’ailleurs, on vérifie aisément que les quatre 
points communs aux coniques d’un systéme sont imaginaires a 
Vexception de ceux qui appartiennent au plan Y = o. 


121. Expression des coordonnées d’un point de la surface en 
fonction de deux paramétres elliptiques. — La forme (5) que nous 
venons de donner a l’équation de la surface des ondes va nous 
permettre de représenter trés simplement les coordonnées d’un 
point de la surface par des fonctions elliptiques de deux para- 
metres. 


En effet, Péquation (5) équivaut évidemment au_ systéme 


suivant : 
(6) Bere icon Poses PRN, 
i Aa, BPgrt oy? 8 a yee ( BP 2) 2 8; 


dans lequel 4 désigne un paramétre variable; pour une valeur 
constante attribuée a 4, les équations (6) représentent une biqua- 
dratique (C) située sur (S); et, 4 variant, (C) engendre la sur- 
face (S). 

De méme, (5) peut étre remplacée par le second systéme 
DA y2+ 3% — b2 = (a2 — B2)\a-2472 pt 
(7) ah at + 82 yt + y2z2— ody? = (B2— y2)ary, 
dans lequel » représente un nouveau paramétre variable. 

Cela étant, procédons comme au n° 115, et représentons les 
coordonnées d’un point variable de la biquadratique ) = const. 
(ou const.) au moyen d’un paramétre elliptique ¢ (ou w); 
nous aurons ainsi exprimé les coordonnées x, y, = d’un point 
de (S), solutions des systémes évidemment compatibles (6) et (7), 
par des fonctions elliptiques de deux paramétres u et ». Déve- 
loppons les calculs. 

De (6) et (7) on tire immédiatement 


a= pd) [1 Ba) 


G2 a@—y? 
(8) Y= dp, : 
z?= a?(1— p) [:- a 5 (—2)| 
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Posons alors 


A= cn?(u, k), u = cn?(p, 7), 
avec 
2 ay 2 2 +2 
Wace ea peed die eh. 
a? 7? B2 a2 Ve 


L’existence des fonctions elliptiques précédentes est d’ailleurs 
assurée. (n° 112), car en vertu de notre hypothése fondamen- 
tale oc. 8 y (n° 120) k? et /? sont bien compris entre o et 1; 
on a, de plus, 


ani 2 g2— @2 
i Peeep ie Y 


Sa 2 prea 
a Y eae Y 


observons enfin que les quantités précédentes satisfont aux rela- 
tions 


(9) ak=8l, Bl=yk 


que nous aurons souvent a utiliser. 
Ceci posé, aprés le changement de variables précédent, les 
équations (8) s’écriront : 


m= 6 sni(m, ”)dn'i(9592), 
(10) y= aen(u, k)en(¢, By 


2=adn(u, k)sn(e, 2), 
ou, sous forme abrégée, 
TOS Ant ey Pore ICC. Zea Sa 


en attribuant l’indice 1 aux fonctions de argument ¢. 

Inversement, soient x, v, 3 les coordonnées cartésiennes d’un 
point M de la surface; proposons-nous de trouver tous les 
couples de paramétres (u, °) quit, substitués dans les seconds 
membres des €quations (10), reproduisent ces coordonnées. 
Soient (wo, %) un couple répondant a la question; d’aprés (6) 
et (7), A et » ne sont susceptibles que d’une seule valeur au 
point M; on deyra done avoir 


cn?u = cn? up, cn?) ="¢en* pp; 
par suite (n° 88), on pourra écrire, 


uU = (—1)Pu)+2mK+ 2am'iK’, 
6 =(—1)%P9 +anL +a2n'tL’, 
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en désignant par m, m', n,n’, p, g des nombres entiers, par 4K 
et 21K’ les périodes de sn(u, &) et par 4L, 21’, celles de sn(¢, /). 
Exprimons alors que les couples précédents donnent a x, y, = les 
mémes valeurs que le couple (Uo, %o), et il viendra (n° 86) 


m+n=pH=qemin (mod 2), 


la congruence a= b(mod. c) signifiant, comme on sait, que a — b 
est un multiple de c. 

Prenons d’abord p=o=q; la solution la plus générale des 
congruences précédentes sera donnée par les formules 


m=m+m, m=n, — 7}, 


n=ny + 1, n’' =m—m\, 
l nae : 
m,, m, n,, n', désignant de nouveaux enters, et nous aurons 


u=Uyt+ 27,K + 2m) K ony UK 2 1, 6K, 


p= + 2m iL'—oemiLl'+ 2m4L + an}L,; 


en d’autres termes, le couple (uw, ») se déduira du couple (ue, ¥o) 
par laddition de multiples quelconques des quatre couples de 
périodes 

(2K, 2iL'),. (2K, —2iL’), (2tK’, 2b), (—2tK’, 2L). 


Pour abréger, nous dirons que deux tels couples (w, ©), (Wo, %o) 
sont équivalents. 
. Enfin, sil’on prend p=1=q, on établira par un procédé analogue 
que le couple (wu, #) est équivalent au couple (2K — up, 2L — #9). 
Nous arrivons done a la conclusion suivante : 


1° A tout couple des arguments elliptiques (u, °) corres- 
pond un point (2, ¥, z) et un seul de la surface des ondes; 

2° A tout point (x, ¥, 5) de la surface correspondent deux 
couples de parameétres ellipliques (uw, ¢) et (2K—u, 2L—»), 
ainsi que tous leurs équivalents. 


422. Les 16 points de ramification de la représentation ellip- 
tique. — Afin d’approfondir Vétude de la représentation ellip- 
tique que nous venons d’obtenir, nous allons d’abord rechercher 
sil existe des points de la surface pour lesquels les deux couples 
de paramétres (u, 9) et (2K —u, 2b — 9) sont équivalents. 
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S’il en est ainsi, les différences 
u—(2K—u)=2u—2K et 9 —(2L— 9)=29—2L 


doivent constituer un couple de périodes; on devra donc avoir, 
m,m', n,n! désignant des entiers, 


2uU—2K=2(m—+-m')K +2(n—n')iK’, 


29 —2L =2(m—m')il’+2(n+ n’')L. 


Pour obtenir tous les points répondant a la question, il faudra 
trouver tous les couples (w, +) non équivalents qui satisfont aux 
équations précédentes, et, pour cela, il suffira de donner a chacun 
des entiers m, m', n,n’ l'une des valeurs 0 ou 1. En combinant 
tous les choix possibles, on obtiendra ainsi 16 points de la surface ; 
leurs couples de paramétres seront donnés par le Tableau suivant : 


(dans chaque case, la lettre supérieure se rapporte a uw, et la lettre 
inférieure a¢). 

Nous verrons bientdt (n° 127) que ces 16 points sont des points 
singuliers de la surface (points coniques), et nous indiquerons 
alors leurs coordonnées cartésiennes. Mais, actuellement, nous 
nous limitons a l’étude de la représentation paramétrique de la 
surface, et nous allons montrer que, dans cette représentation, les 
16 points précédents jouent le réle de points de ramification : 
en d’autres termes, si l’on part d’un point arbitraire de la surface, 
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de paramétres (Tey e)8 et si, sur-la surface, on décrit un chemin 
fermé autour de l'un de ces 16 points, on revient au point de 
départ avec le couple (2K —u, 2L—¢). 

Pour établir ce résultat, nous commencerons par discuter la 
disposition des nappes réelles de la surface (n° 123) et nous 
démontrerons la proposition précédente dans le cas ott le point de 
ramification est réel (n° 125). Puis, nous verrons ultérieurement 
(n° 126) que la proposition subsiste pour un point de ramification 
-quelconque. 


123. Les deux nappes réelles de la surface. — Cherchons dans 
quels couples Wintervalles on doit faire varier wu et v pour que le 
point M correspondant soit réel. Tout d’abord, s’il en est ainsi, 
dX devra étre réel, en vertu de (6); enu = Vr sera donc réel ou 
purement imaginaire, et, comme y doit étre réel, cn ¢ sera réel 
ou purement imaginaire, en méme temps que cn. Dés lors, les 
fonctions snu, dnu, snv, dne ne peuvent étre que réelles ou 
purement imaginaires. Mais le second cas est impossible, car 
si 2 (= sn?w) était négatif, les deux membres de Péquation 

x Py? : 


fy 1 


far a(t — st)” / 


conséquence immédiate de (10), seraient de signes contraires. 
. / 
L’équation 


a2(1— $7) 
montre de méme que s, (= sn¢) est réel; et, par suite, les fonctions 
3 xz 


dnu = — et amg = 
4S, 


Tw 
“a 


ont des valeurs réelles. 
Or, pour que snu et dnw soient simultanément réels, il faut 
et il suffit (n° 109) que w soit de Pune des deux formes 


u=u'+omik’, w= tu’+(2m+1)K, 


uw’ étant réel, et m désignant un entier; dans le premier cas, enw 

est réel; dans le second, il est purement imaginaire. Une remarque 
> : x A . é P 

analogue s’applique a ¢; et, puisque cnu ene est réel, nous abou- 

tissons a la conclusion suivante : 
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Pour que le couple d@arguments (u, ») corresponde a un 
point réel de la surface, il faut et il suffit que lun des deux 
cas suivants soit réalisé : 


1° Le couple 
[u+U+s)tK, o+ (1+ e)tL] (st== 1) ota) 


est €quivalent a un couple de nombres réels ; 


2° Le couple 
(u+e'K, »+eL) 


est équivalent a un couple de nombres purement imaginatres. 


On voit en outre que, si le premier mode de représentation 
paramétrique d’un point réel de la surface (n° 121, ad fin.) 
appartient a un ou Vautre des deux cas précédents, le second 
mode de représentation appartient au méme cas que le premier. 

Ce résultat acquis, nous allons restreindre l’amplitude des 
intervalles ot il faut faire varier wu et ¢ pour obtenir l'ensemble 
des points réels de la surface. Plagons-nous d’abord dans le pre- 
mier cas. 

Soit M(a, y, z) le point correspondant aux détermina- 
tions ¢==—1=e' des symboles ¢, ¢’; d’aprés le n° 86, les trois 
nouveaux points qu’on déduit de M en donnant a ¢ et ¢’ leurs 
différentes significations possibles sont les symétriques de M rela- 
tivement a Ox, Oy et Oz; cette correspondance est indiquée par 
le Tableau suivant : 


(qui s’appliquerait encore au second cas). 

Nous pouyons donc nous borner a donner a uw et ¢ des valeurs 
réelles, appartenant a deux interyalles @amplitudes respectives 
4K et 4L, soit, par exemple, 


—2KSu<o2K, —o2Lio<cah. 
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Ce premier resserrement obtenu, les Tableaux 


(dont la signification est évidente) montrent aussitot qu’on peut se 
borner a faire varier u et v dans les intervalles 


Osue kK, ose SL. 


Soit (A,) la région de (S) correspondant aux intervalles pré- 
cédents, région qui est évidemment comprise dans le premier 
octant (x20, y20, 320); les points réels de (S), dont les 
couples de paramétres sont de la premiére des formes données 
plus haut, se composent de (A,) et de ses symétriques par rap- 
port aux plans et aux axes de coordonnées; ces points forment 
une premiére nappe, (51). 

Dans le second cas, on verrait de méme que, si (A,) est la 
région de (S) définie par les conditions 

u—K e—L 


re A os : 
Bisaribes, LE 


° 
A 


les points réels de (S), dont les couples de paramétres sont de la 
seconde des formes sus-indiquées, se composent de (Az) et de ses 
symétriques par rapport aux plans et aux axes de coordonnées ; 
ces points forment une seconde nappe, (S2)- 


186 CHAPITRE Y. 


2s : Sz) “ ( d = 
En tout point de ee onadety 5 o. D’aprés (6), la nappe 
(FCSa)7 \ exterienre jie . 3 5 . As 
ames MCE? RE } a la sphére x?-+ y2?-+ 22= 8? et les 
i (S9)'5 done ‘acer ema la sphére x? + 7 62 etle 


deux nappes communiquent évidemment par les points u=eK, 
ve = e'L(c?=1, e/2?=1), et par ces points seulement. Ce sont pré- 
cisément les seuls points de ramification réels; nous avons déja 


-annoncé que ce sont des points coniques. 


124. Distribution des courbes paramétriques sur les nappes 
réelles de la surface. — Nous pouvons préciser maintenant la dis- 
tribution des courbes paramétriques réelles sur les nappes réelles 
de la surface. 


Faisons d’abord varier uw de o 4K; la biquadratique C,,, leu 


; Fig. 9a. 


7 


des points w= uo, restera symétrique par rapport aux plans de_ 
coordonnées; elle coincidera d’abord avec le cercle s =o du plan 
des yz; puis, elle se dédoublera en deux ovales fermés, symé- 
triques Pun de l’autre par rapport a ce plan, et qui décriront la 
nappe extérieure de la surface. L’un de ces ovales (a >o)estle 
lieu des points de la biquadratique pour lesquels ¢ est réel; 
Pautre (2 <0) est le lieu des points pour lesquels ona ¢=¢,+ 2¢L! 
(»,, réel). Sur la figure, on a représenté deux arcs des courbes C,,, 
Cyr (0 <u'<u'<K) appartenant au premier octant (fig. 9 @). 
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Prenons maintenant u = K; les équations (10) donneront 
TO Mies 0; 3=6lsne. 


La courbe correspondante n’est autre que le cercle ¢c =o. D’une 
facon plus précise, si on n’attribue a ¢ que des valeurs réelles ou 
de la forme ¢,;+ 2tL' (9, réel), on n’obtiendra que les deux 

(4) f 


ares de cercle, JJ’, J/J” (fig. 10) définis par la condition |z| > 82’; 


Fig. 90. 


x 


les extrémités de ces arcs coincideront d’ailleurs avec les 4 points 
de ramification réels (la notation satisfait aux conventions 
suivantes : pour J, on a z >0, = >0; pour 10 OO. as 
pour J", x > 0, 5<0; pour J”, 2#<0,3<0). Afin de décrire les 
ares restants JJ’, J’J” du cercle ¢ ==, il faudra donner a ¢ des 
valeurs de la forme = L+ 72 (O<2< 2L'). En définitive, 
pour décrire par continuité tout le cercle co, il faudra que 
décrive le contour fermé ci-aprés (fig. 10, page 188; les lettres 
entre parenthéses indiquent la correspondance avec le cercle). 
Posons alors u—= K+ iu, et faisons varier la quantite réelle u, 
de o a K’; la biquadratique C, se confondra d’abord avec les. 
ares JJ’, JJ”; puis, elle sera formée de deux ovales séparés par le 


plan s=oet qui balaieront la nappe intérieure de la surface; 


pour lun de ces ovales, 1(¢ +L) est réel; pour l’autre, c’est 
i(vy—L) qui est réel. Enfin, pour u=K-+ 7K’, ces deux ovales 


coincideront avec le cercle d =o du plan s = 0 (fig. 9 9). 


On montrerait de méme que si ¢ varie de 0a L, la biquadra- 
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tique C,, d’équation » = ¢,, reste symétrique par rapport aux 
plans de coordonnées; elle se confond d’abord avec ellipse s,=o 
du plan zOy; puis, elle se dédouble en deux branches fermées 
[uw = u,;u=u,+ 20K’; u, variable réelle| séparées par le plan 
=== 0 et qui décrivent la nappe extérieure de (S) pour se confondre ; 
enfin, avec les arcs |x|< $l' de ellipse c, du plan xOz. Puis ¢, 


Fig. 10. 


variant de o aL’, la biquadratique ¢ = L + is, coincide priumi- 
tivement avec les arcs |x|> 81! de Vellipse c;=o0; elle décrit 
ensuite la nappe intérieure de (S), pour se confondre ayec 
Pellipse d, = 0 du plan yOz. 

Observons enfin qu’au lieu de balayer la nappe extérieure au 
moyen de courbes C,  telles que o< uy< K, on aurait pu 
employer des courbes C,, telles que K<up< 2K; et une 
remarque analogue s’applique a la nappe intérieure et aux 
courbes C,,. On voit immédiatement que les courbes C,, et C4_,,, 
sont identiques; mais si, chaque fois, on s’astreint a faire yarier ¢ 
dans le méme sens, fa biquadratique sera parcourue successi- 
vement dans deux sens opposés. 


125. Permutation des couples paramétriques a la suite d’un 
circuit autour d’un point de ramification réel. — Nous pouvons 
montrer maintenant comment s’opére la permutation des couples 
paramétriques quand on décrit un chemin fermé autour d’un des 
points J, J’, J’ ow J”. Considérons un point Mo(wp, »), en sup- 
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posant, par exemple, 0 < w< K, o< <b, de sorte que My 
appartient a la nappe extérieure et au premier octant. Désignons 
par My) le symétrique de M, relativement au plan y =o, 
MoM |); 


ar ie 
P M.M’M, | 


ie) : V 
are de en qui traverse en le plan y= 0 


i 
Ciscad 1M" 
sans couper le plan j , —o0, et suivons par continuité la varia- 


tion de wu et » quand le point M(w, v) décrit le contour fermé 


M,M’M,M’M,. 


J 


Tout d’abord, sur l’arc MM’, wu reste égal A Uo, et ¢ eroit de v% 
a L; M ayant dépassé M’, y deviendra négatif; ¢ continuera 
donc a crottre ; il atteindra la valeur 2L — 9% quand M sera 
parvenu en M,. A partir de ce moment, M se déplacera sur 
Varc M,M’M,; mais, puisque l’on fait varier w et 9 par conti- 
nuité, il résulte de la remarque qui termine le n° 124 que, sur 
Varc M,M"Mo, on aura constamment v = 2L — ¢ et que uw com- 
mencera par croitre : M décrivant l’arc MyM”, wu croitra de Uo 
a K et M ne pourra rentrer dans le premier octant que sl U 
dépasse la valeur K; enfin, quand M sera revenu en Mo, le couple 
(uw, ¢) sera devenu (2K — up, 2L—o) comme nous Payions 
annonce. s 
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126. Les 32 transformations homographiques de la surface en 
elle-méme. — Nous avons vu dans l'étude de la biquadratique 
(n° 115) que la substitution wv; == ua fait correspondre a tout 
point M(w) de la courbe un point M,(w,) et un seul de la méme 
courbe, et cela quel que soit a. La surface des ondes jouit-elle 
dune propriété analogue? En d’autres termes, les formules 


(11) Ujp—=€U = a. yy=e,9+6 (ices eee) 


font-elles correspondré a tout point M(u, °) de (S) un 
point M, (uy, %,) ef un seul de la surface? En nous appuyant sur 
la discussion du n° 125, nous allons montrer que, sta et b sont 
arbitraires, la réponse est négative. 

En effet, prenons d’abord ¢==1=¢,; ‘définissons le point My 
pat: lecouple: (ag, 5) Xo a= eae <L); et faisons 
décrire 4 M le contour MyM’M,M’M, du n° 195. Quand M partira 
de M,, son correspondant M, sera en (My )o (Wo +a, %) +b); et 
quand le point M sera revenu en Mo, aprés avoir décrit le contour 
fermé, son correspondant M, aura pour paramétres 2K — uy) +a, 
2L — 99+ 6; or, en général, ces paramétres définiront un point 
distinct de (M,),, sauf pourtant si les expressions 


Ug +a+(2K—uw+a), +64 (2L—+ 5b) 


sont équivalentes au couple (2K, 2L). Pour qu il en soit ainsi, il 
faut et il suffit que a@ et b soient de la forme 


a=(m+m)K +(n—n')ik, 


b=(m—m)il'’+(n+n’')L, 


TU TIVO, Te étant des entiers. Il en résulte tout d’abord que la 
amerniet on est nécessairement réciproque : elle échange un 
dans l’autre les points M et M,; de plus, comme au n° 122 on 
peut évidemment se borner a donner a chacun des entiers m, m’, 
n,n la valeur o ou 1, de sorte qu’il n’existe que 16 transforma- 
tions répondant a la question (avec ¢=1=e,). Les détermina- 
tions du couple (a, 6) qui définissent ces transformations sont 
fournies par le Tableau suivant : 
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o K —7K’ Keak 

fa) uo oral be Ii eevee 

K 2K K + 7tK’ 2K— tK’ 
Die ole fo) (bea Di L 

(B) 

a Kae fa) K 

L fe Seay aL tL’ 
K— kK’ 2K +7K’ K 2K 
Hess GAY Ab Se ih 2L 


supérieure 
inférieure ; 

En se servant des formules du n° 86, on établira aisément que | 
chacune des 16 substitutions précédentes définit une transfor- 
mation homographique de la surface S en elle-méme. Ona, 


ott la lettre ( ) de chaque case donne la valeur de Ga: 


par exemple : 


a . 
: ; cao cnucne ly 
_a,=8sn(u+K) dn(e +L’) = ie peaedee tea PE RLY 
i dnusnev B 
( Se reer? aap ees te ade 
12 1 A en(¢ LY j)j=— = 
a2) wv ) tl dnusne re 
5 3 i ‘ ak a3 
a, =adn(w+K)sn(e+tL')= ——— = aoe 
; /dnusne & 


ou, en employant les coordonnées homogénes 


(13) le SNE Sapa ee SY 
: — Bry at X opie it tz 
On vérifiera sans peine que les formules (12) ou (13) trans- 
forment bien en elle-méme la surface des ondes. Un calcul tout 
semblable s’applique a chacune des 16 substitutions obtenues 
(dont Pune, d'ailleurs, est la substitution identique : u;=—U, 
¢; =); géométriquement, chaque substitution du Tableau (B) 


5 ‘ Fore NG . 
revient a remplacer le point bi i) par le point dont les coordon- 


: emi : 
nées homogénes ee, sont données par la case homologue du 
1 1 


\ 
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Tableau suivant : 


On étudierait de méme le cas ot: ¢ et ¢, ont d’autres détermina- 
tions dans (11); et l’on vérifierait sans peine que les seules trans- 
formations nouvelles ainsi obtenues sont celles qui proviennent de 
la combinaison de lune des 16 homographies précédentes avec la 
substitution w,;—=— Wu, »,= 9, c’est-a-dire avec la symétrie 


“41> — ZX, N=); S,=> &. 


En définitive, on obtient donc un systéme de 32 homographies 
qui transformént la surface en elle-méme. Ces transformations 
jouent un role fondamental dans la théorie de la surface des 
ondes. Remarquons, dés a présent, qu’elles permettent de justifier 
complétement la désignation de points de ramification que nous 
avons attribuée aux 16 points du n° 122. En effet, une substitu- 
tion arbitraire du Tableau (B), ou (C), change le point J(u = K, 
v—=L) en un point J, dont les arguments (uw, ») sont donnés par 
la case homologue du Tableau (A); étant réciproque, la substutu- 
tion change un chemin fermé C, décrit autour de J, en un chemin 
analogue C décrit autour de J : c’est dire que C,, comme C, per- 
mute les deux couples d’arguments qui correspondent a un point 
quelconque de la surface. 


; ie 
127. Points singuliers de la surface. — Nous allons établir 
maintenant que la surface des ondes ne posséde que 16 points 


‘ 
% 
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singuliers : les 16 points de ramification que nous avons définis 
antérieurement (n° 122). 

Commengons par déterminer les points singuliers 4 distance 
finie. Pour quwun point (w,) a distance finie soit singulier, il 
faut et il suffit qu'il vérifie les équations 


cest-a-dire, d’aprés le n° 95 : 


eddy sade; k2 ses, 


2 se,s, Csid. acd, 


(14) 


Cherchons d’abord les solutions de ce systéme qui annulent les 


deux termes du rapport du milieu; elles sont données par lun des 
systémes : 


(1) Sie or 
(II) CoO Cae 
(IIL) (liz Ole! Si 
(IV) Sa Ol==eS)), 
(V) A Odie 


Les solutions de (I), (IL), (UL) annulant tous les termes des rap- 
ports (14) sont acceptables; or on vérifie aussitot qu’elles donnent 
précisément les 12 points de ramification a distance finie dw 
Tableau (A). Quant aux solutions de (IV) et (V), elles sont a 
rejeter, comme le montre la comparaison des rapports extrémes 
de (14). é 

Si, maintenant, le systéme (14) posséde d’autres solutions 
pour lesquelles s, s,, c, c,, d, d, restent finis), ces solutions 
ne peuvent annuler a la fois sde, et cs,;d,; en égalant alors le 
rapport du milieu aux rapports extrémes, on déduit de la que ces 
solutions vérifient les équations 


C0252 stood = hg 85? 


mais, en vertu de la relation k’2—?4 0 (conséquence dea > 8 > oe 
le systeme précédent équivaut a (IL). Les 12 points de ramifica- 
tion a distance finie sont donc aussi les seuls points singuliers que 
la surface posséde a distance finie. 


APPELL FT LACOUR, ; 13 


194 CHAPITRE V. 

Déterminons maintenant les points singuliers 4) infini. Soit N un 
tel point; on peut Loujours trouver une homographie (1) (n° 126) 
qui transforme (S) en elle-méme et le plan de Vinfini en Yun des 
plans xyz = 0; N coincidera alors avec un point singulier a dis- 
tance finie, No, c’est-a-dire avec un des 12 points de ramification 
a distance finie. La transformation (H) étant réciproque, N est 
encore le transformé de Ny par (HH); et, comme (ff) ne peut 
qu’échanger les uns dans les autres les 16 points de ramification, 
N est bien Pun des 4 points de ramification du plan T = o. 

En_ résumé, la surface des ondes n’admet pas de ligne 
double; elle posséde exactement 16 points singuliers; ce sont 
les 16 points de ramification dont les arguments (i, °) sont 
donnés par le Tableau (A) et dont les coordonnées homo- 


xX J 


genes nt sont données par les cases correspondantes du 


Tableau ci-dessous : 


| Bd’ a) (6) SIF f —iyl Bl a 
Bl I =o l fe) ik . ak rs) 
i 
oy) atl’ —3l Oo Be at : —Y iyd 
= Ste l BL I a 0 Lao i 
{D) ae 
eee Beet Ne ete” at | 0 eet 
o de Se cht oO — 31 hero aera 4 
} 
Blo —at —y —uyl oO — ail’ — pr oO 
ak o oO U a l — Pl I 


Soit 


428. Plans tangents singuliers. 
EX+7Y+2Z+7T=0 


Véquation d'un plan en coordonnées homogénes; considérons 


a) 


les 16 plans dont les coefficients oe 


) sont donnés par les 
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©6 eases du Tableau suivant : 


i 
| ary Seen 0 ik I ik! TA ti 
| Kk B I —ak’ ) —8l Hf Cy) 
| | 
o =e ae o l —t I “yi hek 
I — ey Eo 3 uv Oo oO Bl’ 
(B) | EE 
I — ik’ ‘ l k ra) o tk 
oO aan Sate oO Kk —8 I ak! 
| —l —l I — tk’ o —tk —k ta) 
| J 0 to) BU I ak’ k’ —8 


En s’appuyant sur les égalités (9), le lecteur vérifiera aisément que 
Pun queleonque, Ef, des 16 plans précédents contient 6 points 
singuliers qu’on peut définir de la fagon suivante : soit A la case 
qui oceupe dans le Tableau (D) la méme place que celle qui 
définit I dans le Tableau (E); les 6 points singuliers contenus 
dans If sont définis par les 6 cases du Tableau (D) qui appar- 
tiennent a la méme colonne et 4 la méme ligne que A sans coin- 
eider avec A. C’est ainsi que le plan 


(15) ka +ih’s-—-S=0 
contient les 6 points de coordonnées homogénes 


Sf Sa P Yl Ont se AB Loa th aie RO OS eee toa, b 

Nous allons vérifier que des 16 plans précédents sont des 
plans tangents singuliers de la surface :; en d'autres termes, 
chacun de ces plans est tangent a la surface en une infinité de 
points formant une courbe continue; nous verrons d’ailleurs que 
cette courbe est une conique. Comme ces 16 plans sont évidemment 
les transformés de Yun quelconque d’entre eux par les 16 homo- 
graphies fondamentales, il nous suffira de justifier notre assertion 
sur un d’eux, par exemple sur le plan (15). 
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Or, les arguments (7, ¢) des points communs 4(S) et au plan (15) 


satisfont a la relation 


(16) ks dy + Ll ds;—1=0; 


pour établir que la courbe commune a(S) et au plan (15) est 
une 'conique comptée deux fois, il suffit de vérifier que les biqua- 
dratiques ¢ const. coupent cette courbe en deux couples de 
points confondus (ou, si l’on veut, qu’elles sont bitangentes au 
plan). L’équation (16) doit alors admettre, quel que soit », deux 
racines doubles en wu a Vintérieur d’un parallélogramme des” 
périodes; ces racines doivent donc appartenir a la dérivée 


ke(dd,— kiss,;)=0 


de (16) par rapport a w. Or la relation 


(17) 1—(ks d,+lds,)? ; 
= (k?s?+- d?) (1253 + d?) —(ks d,+ l ds,)? = (klss,— dd, )? 


montre aussitot que Alss,— dd, s’annule bien en tous les points 
de Ja courbe en question. 

Le calcul que nous venons de faire conduit a écrire sous une 
forme remarquable l’équation de la surface. En effet,“changeons 
en —v dans la relation (17), valable quels que soient wet 9; elle 
deviendra : 


(18) 1— (ks d;— 1 ds,)? = (kiss; + ddy)*: 


multiplions membre a membre (17) et (18); nous aurons quels 
que sotent u et 


(ks dy +- l ds, —1) (ks dy +1 dsy +1) (ks dy —1 ds, — 1) (ks dy — lds;+1) 
= (A°P 52st — d? d?)? = (k®s2+ P52 —1)?. 


Mais, sur la surface, ona 


ks dy-- ldsy—1 =B-'(ka+ h’s— B)=Q,,' 
ksd,+ldsy+1=8-"'(ka+ k's +8) = Qs, 
ks dy —Udsy—1 = 8B-1(ka — k's — 8) =Qz, 
ks dy—Ulds,+1=—-(ka —k's + 8)=Q, 
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c’est dire que les points de la surface yérifient léquation 


o?— 0,02:0;0,= 0. 


Ecrite sous cette forme, l’équation de la surface des ondes montre 
bien que le plan Q,—o coupe la surface suivant une conique 
comptée deux fois. Cette conique est un cercle, car en cherchant 
les plans réels qui donnent des sections circulaires dans la qua- 
drique ©, on trouve que ces plans sont paralléles a Pun ou Vautre 


des deux plans 


ou bien 
(ka +k's)(ka2 — k's) =o. 


Du reste, on pouvait prévoir ce résultat @ priort; car la compa- 
) | | , I 

raison des Tableaux (D) et (2) nous a montré que la conique 

précédente contient les deux points singuliers ($7, at, —ak,o) 


du cercle de Vinfini. 


Bige es. 


La surface est représentée en perspective dans la figure 12; on 
a ménagé une ouverture qui permet de voir la nappe intérieure, 
tout en laissant constater l’existence de deux points singuliers et 
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des cercles de contact de deux plans singuliers. On a représenté 


(fig. 13) le corps solide ou noyau qui ‘serait recouyert par la 


Ly 


nappe intérieure seule, et (fig. 14) la section de la surface par un 


plan passant par les quatre points coniques réels (yo). Ces 

figures sont empruntées au Traité de Géométrie de E. Rouché et 

Ch. de Comberousse, 5° édition, 2° parue, p. 482, 484; Paris, 1883. 
tS, . 4 ; : 


Remarque. — La surface des ondes.est un eas particulier de la 
surface du quatriéme ordre de Kummer; cette derniére surface. 
qui appartient & la famille des surfaces hyperelliptiques, a fail 
Vobjet des profondes recherches de G. Humbert voir, par 
exemple, Journ. de Math., 4° sév., t. IX (1893)]. 

Au sujet de la surface de Kummer on consultera avec profit 
POuvrage de R. W. H. T. Hudson (Kummer’s quartic surface, 
Cambridge, 1905); on trouvera en outre une étude géométrique 
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détaillée de la surface des ondes dans la Thése.de Doctorat de 
M. Jules Richard (Théses présentées a la Faculté des Sciences de 


Paris, n° 1972; Chateauroux, 1901). 


Wi. — Penxpute surpne. ELASTIQUE PLANE. CORDE A SAUTER. 
MovcveMENT A LA POINSoOT. 


129. Pendule simple. — Quoique la théorie du pendule simple 
se déduise comme cas particulier de celle du pendule sphérique 
que nous avons traitée a Paide des fonctions p et o, nous la 


reprenons ici a Utre Vapplication des fonctions sn, en, dn. 


Fe 


Fig. 15. 


‘Prenons un axe Os vertical et dirigé vers le haut, Vorigine: 
zc ? ro) 


étant au point de suspension du pendule, el supposons le mobile 


lancé du point le plus bas My(s =— 1) avec une vitesse initiale ¢y > 
le théoréme des forces vives donne 
p2 
2=22(a —s) avec a=—l+—- 
: ap 


1° Supposons Wabord que la droite II(s =a) coupe le cercle: 
en A, A’, c’est-adire que l’on ait a< J, ou ¥9< o\/Lg. Le mou- 
vement consistera alors en oscillations isochrones entre A et A’. 
Prenons pour variable langle M,OM = ). Nous avons 


s=—lcosi,. a=—l cosa, 


en appelant « langle d’écart maximum M,OA. L’expression de 
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la vitesse est 


ds ldo 
Sey Onuae: 


et léquation des forces vives devient 
“d\2 
he (5) = 2g/1(cos§ — cosa), 
qu’on peut écrire 


dou 
g 10 
ates adt= ele Ie eae 


l PANG. x i) 
\ sin? — — sin? — 
/ 2 2 


Nous prendrons le signe — en supposant que le mobile monte. 


En comptant le temps a partir du moment ot le mobile part 


de My et en posant 


Pett) sh 
sin—=wsin-, 
2 2 


a i du r Nett 
(/se= fo ————__——— =" (42= sin 2). 
Jo V—w)G—= Put) 2 


On est ainsi ramené a une intégrale elliptique et l’équation 
8 | 


ona 


ci-dessus résolue par rapport a wu peut s’écrire 


©’ est-a-dire 


0 ( o 
sin— =sin—sn CVer 
Dial 2 l 
6 eed a ERAS 
cos = = 1— k? sn ( 7) = an aE 


on exprime ainsi les coordonnées Usin§ et Zcos§ du mobile par 
des fonctions uniformes du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a aller de My en A, il 
faut faire varier § deo a a, c’est-a-dire u deo a1; done, en posant 


: i du 
USE fy MAMI VRE 
f Va—w)G— Ru?) 
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; 3 l : : : : ; 
on aura pour T la valeur K — et la durée de l’oscillation simple 
o 


: Tee she: i a ae : : 
sera aK /2. Si Von ajoute cette quantité a ¢, le mobile doit 
o 


prendre la position M’ symétrique de M et sin@ doit changer de 
signe, ce qui fournit une vérification de la formule 


sn(2-+2k)=— snzx, 


>? Il nout faut maintenant considérer le cas ott la droite I ne 
rencontre pas le cercle, c’est-a-dire ot lon a a> /. L’équation 
des forces vives 9? = 2 9(a — 5) peut s’écrire 


)\2 0 
2(Z) =2g(a+lcos))= 2g (a+ 1 -- »Tsin? = 


ou ; 
2 d)\? . i aD) te ae 
“(Z) = (a4 H(i ie sin >), 


ee 
a+ l’ 
grand que /. En résolvant par rapport a dt, posant 


en posant k?= k2 est plus petit que 1 puisque @ est plus 
| ] I | puisq ] 


1 Y2e(a+l) 
ee Se ea) 
2 l 


/ sunt) : Pe aes 
et prenant @ = sin— comme nouvelle variable, il vient 
2 


4 ll 
2 du 
th =f (7 te Se ae 
‘ V(1— u?2) (1— 2 Uu?) 


dot en résolyant par rapport a u, c’est-a-dire en faisant lin- 
version 


< oa 
u = snit, sin — = snaAt. 
2 


On en déduit 


0 Sea a 5 
Of Vi—sn2A¢ =cnde. 


Le temps T que met le mobile a arriver au point le plus haut 
s’obtient en faisant varier 9 de 0 a =, c’est-a-dire wu de o a 1; il est 


K 
done << 


3° Il reste» enfin a ‘traiter le cas intermédiaire ot la droite [I 
serait tangente a la circonférence donnée : a= l. On peut alors 
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eflectuer les intégrations a Vaide de fonctions exponentielles (eas 
de dégénérescence), car le module & des fonctions elliptiques 
précédentes devient égal a 1. Revenons, en effet, a Péquation 


des forces vives 0? = 2 ¢(a— 3); nous l’écrirons 


I 


102 Q 
a(S) =2g(1+-lcos8) = 4 gl cos? -, 


et, en mtégrant, 


(/f= = log tang (3 + ee 


/ 
4 ss 


La constante d’iniégration est nulle puisque ¢ doit s’annuler. 
avec §. Lorsque ¢ croit indéfiniment, § tend en croissant vers la 
limite z; le mobile s’approche indéfiniment du point le plus haut 
sans jamais l’atteindre. On a alors 


20 F 
sin—- = thaAé, cos- = 
9 
A étant égal af a 


Remarque sur Vinterprétation de la période imaginatre 
2th’. — Placons-nous, pour ‘simplifier, dans le premier cas (1°), 
ou le pendule oscille entre les pots A et A’. Supposons que la 
pesante ur change de sens et que le pendule oscille sur Pare supe- 
rieur As A‘, entre les mémes points. A et A’. Pour avoir les for- 
mules relatives & ce nouveau mouvement, il suffit de changer, 


dans les formules du premier cas (1°), « en =— @ et, par suite, de 


Ea ¥ 3 ;; wa 
remplacer le module 4 = sin par son complémentaire k =cos2 


< 
Les fonctions elliptiques quit donnent le nouveau mouvement 
sont done construites avec le module complémentaire de *& et, en 


eee ; aa he ; ey, / 
particulier, la durée de la nouvelle oscillation simple est 2K \/4 
5 


(Comptes rendus, t. LXXXVII, p. 1074). 


130. Elastique plane sans pression. — Nous avons deja vu 
(n° 70) que Te probléme de V’ élastique gauche conduit aux mémes 
equations que l'étude du mouvement d’un corps pesant de révo- 
ashi, suspendu par un point de son axe. 
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En_ particulier, le probleme de Vélastique plane sans pression 

conduit aux mémes équalions que étude du mouvement d'un 
pendule simple. C’est ce que nous allons montrer rapidement. 

‘Imaginons une tige élastique dont la fibre moyenne affecte a 


Pétat naturel, la forme dune courbe plane connue Cy et soit go 


Ja valeur du rayon de courbure en un point M de cette Courbe. 
Supposons ensuite qu on déforme la tige en faisant agir sur elle 
des forces quelconques, mais de telle facon que la fibre moyenne 
reste plane et prenne une nouy elle forme C. Le rayon de courbure 
.en M deyient alors 9. Dans cette position Wéquilibre contraint, 
les forces élastiques sont déterminées d’aprés les lois suivantes : 
Si Von coupait la tige en M, pour maintenir Véquilibre 1 
faudrait appliquer a la section en M une force T dans le plan de 
la courbe C et un couple dont laxe est perpendiculaire a ce plan 
et dont le moment N est proportionnel a la variation de la cour- 
re 
2) 


6 
74 0 


t 


B désignant un coefficient constant qui dépend de la nature de 
la tige. 
Nous traiterons ici le cas simple ot la ge est primitivement 


ae I ; ‘ : : 
reciiligne, S50 o, et ot lon fait agir seulement sur ses extre- 
0 


mités M, et M, deux forces T, et Tz situées dans le plan de la 
courbe d’équilibre et deux couples N, et N, ayant leurs axes nor- 
maux ace plan. Les deux forces T, et T, sont égales et opposées, 
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ear les seules forces extérieures appliquées a la tige en équilibre 
étant les forces T, et T, et les couples N, ei N., la somme des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit étre nulle. 
Les forces T, et T, forment alors un couple qui fait équilibre 
aux couples N, et Ny. ; 

Prenons pour axe Ow une droite paralléle aT, et T,. Soit M 
un point quelconque de la fibre moyenne ; si la lige était coupée 
en M la partie M,M serait en équilibre sous action des forces 
extérieures suivantes : 1° la force T, et le couple N, agissant sur 
Vextrémité M,; 2° une force T et un couple N agissant sur M; le 


couple N a dailleurs pour moment 


5 I 
puisque hous Ssupposons =". 
z Po 


Ces forces extérieures appliquées a l’arc M,M se font équilibre. 
Donc, T est égal et opposé a T,. En outre, la somme des moments 
de toutes les forces extérieures, par rapport a un point du plan 
doit étre nulle. En prenant la somme des moments par rapport 


4 O, nous avons 
Tivi— Ty 2S N, > N = 0, 


ss </ B . d 
Wot, en remplacant T par T, et N par —» une équation de la forme 
2) * 


I I A 
Aer) Che ‘ 
\ 


¢? désignant une constante positive et 6 une autre constante. On 


peut toujours déplacer Vaxe. des x parallélement a lui-méme de - 
of J Pp I 


facon a faire disparaitre cette derniére constante et A ramener 
ainsi l’équation de la courbe a la forme 


Ole 


Nous allons montrer que, lorsqu’un point décrit la courbe élas- 


tique avee une vitesse constante, la normale en ce pomt oscille 
comme un pendule autour de la perpendiculaire abaissée de ce 
point sur la ligne d’action des forces T, c’est-a-dire sur Ox (Uy 
OT 

(1) Comparer & GREENHILL, Fonctions elliptiques, tv. par J. Griess; Paris, 
1895, p. 125. 
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Soit, en effet, 4 Vangle de la normale en M avec cette perpendi- 


culaire; si le point mobile se déplace de ds la normale tourne de 
Vangle d§ et ona 


do - eee 
S26 Oy 2’ 
d’ou, par différentiation, 
d20 1 dy 
() ds? ct ds ke 


. s on , . 
Si lon pose - =\/ £4, on retrouve l’équation du mouyement 
Cc 
pendulaire 
d*0 g 


Ue = T sin). 


Pour intégrer l’équation (1), multiplions les deux membres 


d we a ee 
par et intégrons : il vient 


d§\2 2, 
(=) z= ea scone =i eae 


ds 
u désignant une constantc arbitraire. On a alors 
=— = c— =cy2(cost+ 1p). 
y Fey mh ie ) 
Trois cas sont a distinguer, correspondant aux trois cas ren- 


contrés dans le pendule simple, suivant que u. est compris entre 
—1et +1, supérieur a 1, ou égal at. 


Premier cas. — Dans le premier cas on peut poser 
v. =— Cosa, 
L’angle 9 varie de —a% a +4; la courbure et l’ordonnée » 


s’annulent pour f—a. / 


On a ainsi la forme de la courbe (fig. 16, L). Les points cor- 
respondant a f—=-+t« sont les points B et B’. Cette forme de 
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule. 

On a trouvé dans ce cas, pour le pendule, 
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-- On a done actuellement par le méme calcul, en 
2 


pee 
nfs Ss g 
Taisant, == uy/ >> 
c l 

S 


A Ss ‘ 
sin —'= sn —, cos= = dn—, 
2, 2 Cc 


avec k == sin 


Calculons enfin x en fonction des. ona 


he ed as 
— =cos) =1— 2 sin?—- =1— »f2 Snzi 
ds 2 c 


dou, en intégrant de o a ¢ et se rappelant la formule du n° 102, 


u ie \ "7 
O'( 1) 0"(0) 
is kK? sn2udu = + iu | : 
on O(u) (0) 


at ee) 
e"(0) .c 
eS ogre CCR A mr oh 
ee 
fe 


Deuxiéme cas. — Si Von a 2 > 1, 4 peut varier de o a: 


o 
Ce cas correspond au mouvement réyolutif du pendule. On 
achéverait le calcul comme dans le eas précédent, en employant 
les mémes transformations que pour le mouvement révolutif du 
pendule simple. 


iF. ; . . . 1 
et —ne s'annulent jamais; la courbe a la forme II de la figure 16. 


Troistéme cas. — Si » =1, on se trouve dans un eas de (dégé- 


nérescence. On a alors 
dv\? 4 8 
—} = —cos?-, 
7s) c 2 
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f qe BE 
ie SOS = > 


> x x 


Ss 
ch = 
Z 


xs 2 


f) 0 do 
da = cos§ds = (> cos? — ') Ws oe ess ds, 
5 


La courbe est alors asymptote 4 Vaxe Ox, comme on le voit en 


faisant tendre 4 vers == =, et s vers + . 


131. Corde a sauter. — Imaginons une corde homogéne dont 
on tient les deux extrémités et qu’on fait tourner trés vite autour 
de la droite joignant ces deux extrémités. On peut alors négliger 
Vaction de la pesanteur sur les divers éléments de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport a un systéme (axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d’équilibre relatif. 
D’aprés la théorie de Véquilibre relatif, on doit exprimer quil y 
a équilibre entre les forces agissant réellement sur chaque élé- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un élément de masse m est 
perpendiculaire a Vaxe de rotation et répulsive; celle a pour imten- 
sité mw2r, w désignant la vitesse angulaire constante de la rota- 
tion et r la distance de l’élément m a Vaxe. x 

En prenant l’axe de rotation pour axe Ox, on est done ramené 
i un probleme sur l’équilibre des fils que on peut énoncer ainsi : 


Un fil est attaché en deux points de Vaxze Ox et chaque 
élément du fil est repoussé par Vaxe proportionnellement a sa 
longueur et & sa distance a Vazxe. 


Toutes les forces qui agissent sur le fil rencontrant l'axe Ox, le 
moment de la tension par rapport 4 cet axe est constant, tout le 
long du fil; mais, comme le fil attaché en deux points de Paxe, 
le moment de la tension aux extrémités est nul; ce moment est 
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done constamment nul et Von a 
dott 


m cant une constante. La figure d’équilibre est donc dans un plan 
passant par axe Oz. Prenons ce plan pour plan des zy, la force 
agissant sur l’élément ds est perpendiculaire a Ox, répulsive et 
proportionnelle a l’ordonnée v 


M ds hy ds: 


Les équations d’équilibre sont donc 


: os dx , ; 
la premiére donne T — = A, ot lon peut toujours supposer A 
ds : 


positif en comptant les arcs s dans un sens tel que x croisse 
avec $; en portant cette valeur de T dans la deuxiéme équation et 


posant ‘ 
a = y, =o ds = de pipe ae 


I 


on a l’équation 


el en intégrant 


6? désignant une constante nécessairement positive puisque le 
premier membre est positif. Isolant le radical, élevant au carré et 


emettant earner 
remettan pour y Sa Valeur PP on a 


OG ae cals . 
V(62— 72)? — at 


Comme le fil est attaché a Vaxe Ox, Péquation doit donner une 
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valeur réelle pour y’ quand y =o, done 6? > a?. En désignant 
par 9(y) le polynome bicarré placé sous le radical, ona 


o(y) =(6?+ a&— y*) (b2— a— y*); 
y partant de zéro ne peut varier qu’entre Vb? —a? et +/b?—a?. 
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attaché en O 
(fig. 17) et quil soit situé dans langle yOw : alors x croit 


a 
Ho Lad 
Fig. 15. 


lx N ve ’ 
d’abord avec y, — est positif, et Pon a 
dy 


(C) oa [ne 
0 VOY) 


y croissant, z croit, jusqu’a ce que vy = \/6?— a?; x alteint alors 
la valeur 


: ps atdy | 
‘= 4 [=> 
d, voy) 


on a ainsi la branche OA,; la tangente en A, est horizontale. A 
partir de cette valeur, y décroit et, pour que @ continue a croitre, 


il faut prendre le signe — devant Vo(y) : On a ainsi une nouvelle 
branche A,M,O, symétrique de la premiére OMA, par rapport a 
Vordonnée A,B,, car 4 des variations égales de y correspondent 
des variations égales de x. Pour y=o on obtient le point O, 
dabscisse 2€; puis, y devenant négatif peut décroitre jusqu’a la 
valeur — \/b?— a?, Vabscisse croit toujours jusqu’a la valeur 3, 
ce qui donne le point Ag, ot la tangente est horizontale. Ensuite y 
augmente de nouveau de — \/b?— a? a + /b? — a?; il faut prendre, 
a partir de Ay, le signe + devant le radical, et l’on obuent 
Vare A,O,A; coupant l’axe au point O, d’abscisse 4§, etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
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égales 4 la premiére. La courbe est donc analogue a une sinu- 
soide. 

Intégrons les équations par les fonctions elliptiques. Faisons 
‘dans Péquation (C) de la courbe 


6? — a? : 2 ar 


i eae 2s SE ee oer aes. 
{1) = t/b?— a?, Ife ii 1—RP=k2= big. a??? 


elle prend la forme suivante : 


EAs dt 
ak 0 (G=@y Gen): 


dou 
as a 
wi V2 ———— ON 2 
t— sn ; = \/6?— a? sn ——_- 
ak’ y v ak’ 


Ainsi la courbe donne Ia représentation graphique de la varia- 
tion de la fonction sn. 
La différentielle ds de Vare de courbe est 


ds =y/i+ (F)e Isa ep 
oy V2(¥) 


en faisant dans cette formule la substitution (1) ci-dessus, on 
trouve pour labscisse § du point A, et la longueur 4 de Pare OA, 
les deux expressions 


ae dt ak’ Kk 
V2 == (1— hk? 0?) aaeda ; 
(2) 
I> a (7 k%— okt?) dt 
ho eee ee 
kV¥o}, Va—®)G— #e) 


ear le point A, s’obtient en faisant ¢ = 1. 

Quand } et § sont donnés (i étant supérieur a &, car l’are OM 
€st supérieur 4 sa projection OB,), les constantes a et A? ont un 
seul systéme de valeurs, sous la condition k2?<1. En effet, en 
calculant A—& et A-- &, on trouve 


Vee eee 
AES ke 
jfre tale 
wh eee 


(3) = 


DAR 
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Pour 4? = 0, le rapport du second membre est nul; 4? augmen- 
tant, le numérateur augmente évidemment et le dénominateur 
diminue, donc le rapport augmente et pour 4?—r le rapport 
est 1. Ce rapport passe done une fois et une seule fois par la 


valeur donnée - 


=. La constante k2 a done une valeur et une 


} = 

Sopa tan he 

seule; l’expression (2) de § donne alors pour a une seule 
Evo 


valeur ke’ 


Deétermination des constantes. — Le fil ayant une longueur 
donnée 7 et étant attaché au point O et au point O! de Vaxe Ox 
d’abscisse a, il y a une infinité de cas possibles. 


8 


1° Le fil n’a qu’une seule onde entre O et O' (ft 


18). Alors & 


Ss: 


Fig. 18, 


est la moitié de z, 4 la moitié de /. Les quantités § et 4 étant 
connues, la constante A? a une seule valeur donnée par l’équa- 


tion (3); puis @ = sl 
+P meer 0 ae 


. ; : Cee. [i 
2° Le fil a deux ondes entre O et O’. Alors €=-,}=-; k? a 
ee r 
Ja méme valeur que dans le cas précédent, car oa = a la méme 
Mahe 
. d—-2a ; a > 
valeur, ———; ensuite a = Ty tees 
l+e2 4k ; 
rock ats > % l 
En général, si le fil a n ondes entre O et O', § = et, ie = 
¥ Pe / 
P i : a2 
Kk? a toujours la méme valeur, mais @ = ——-- 
. anKk 


fl y a done une infinité de positions d’équilibre qui sont toutes 
homothétiques de la premiére par rapport a O, les rapports 
pee ees Wer I 
Whomothétie étant -, =, +--+, —- 
THORS n 
132. Mouvements a la Poinsot. — Etudions le mouvement 
d'un solide autour d’un point fixe O, dans le cas ot les forces ont 


une résultante unique passant par le point O. 
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En prenant pour axes liés au corps les trois axes principaux 
d'inertie relatifs au point O, Oxys, on a, pour déterminer les 
composantes Pp, g, r de la rotation instantanée suivant ces axes, 
les trois équations suivantes, dans lesquelles A, B,C sont les 
moments d’inertie principaux (A > B.> GC), Dreta: des constantes 
arbitraires ('), 

( Ap?+ Bg?+ C7r?=Dp?, 
\ A? p?+ B2qg?+ C272= D?2?, 
(1) 
pad 


—+(A Cpe Oe 
ar )P 


Nous tirerons p et r des deux premiéres équations et, en les. 
portant dans la troisiéme, nous aurons une équation différentielle 
du premier ordre en qg. L’élimination de r entre les deux premiéres 
équations donne 


A p?(A — C) + Bq?(B— C) = D(D — C) p?. 


D’aprés les grandeurs relatives de A, B, C, on voit que la diffe- 
rence D — C est essentiellement positive : elle ne pourrait étre 
nulle que si les valeurs initiales po et qo de p et g étaient nulles. 
De l’équation ci-dessus on tire 
B(B—C) 
Qs ee te 
P A(A — ACA —=G) a ) 
en posant 

D(D— CG) 

2H pp ee Se eS 

o ee B(B eek. C) 2 


on aurait par un calcul semblable 


YB CAB) (2g Day 

(2) is (A =o) 8 a be MLS Sy aide, porter 7 

le binome A — D étant essentiellement positif et ne pouvant étre 
nul que si go et ry sont nuls. 

Pour que p etr restent réels, il faut au g? veste inférieur a la 
plus petite des deux quantités Die et g-; pour reconnaitre cette 
quantité, formons la différence 9? — f? 

bir Soya gs er 
BCBS Oy( AB) 


(1) Voir AppELt, Trailé de Mecanique, t. WN, Chap. NX. 
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Le signe de g?-— f? est done celui de B — D, signe connu par 
les conditions initiales. 


Pour fixer les idées, nous supposerons 
B—D>o, Gea? 


La variable g doit alors varier entre —/et+/: done 7 ne 
s'annule jamais et conserve toujours le méme signe, signe connu 


par la valeur initiale 7) : nous supposerons 7 > 0. Au contraire, 


p s'annule toutes les fois que g =f; quand g augmente ne est 
> dt 


positif, la troisiéme des équations (1) montre que p est alors 
négatif; quand q diminue, p est posit. Ces considérations fixent 
i chaque instant les signes 4 prendre devant les radicaux qui 
donnent p et r en fonction de q. 
En portant ces valeurs de p et r dans la troisieme des Gqua- 
tions (1), on trouve, 


7 BOs pigs DRE Sa 
ay | BERR yer 


ou le radical est pris positivement tant que g augmente, jusqu’au 
moment ou q atteint la valeur +//; puis, q décroissant de +f 
i —f, le radical doit étre pris négativement, et ainsi de suite. 

On voit que ¢ est donné en fonction de q par une intégrale que 
nous raménerons a la forme considérée dans le Chapitre pré- 
cédent, en posant 


q=fs, 


Nous aurons ainsi, en résolvant par rapport a dé et intégrant, 


4 
ds 
n(t—t)= a 
( t J Jaa syu— est). 


ot n désigne la constante positive 


JOCAL= Die) 
4 ABG 


w=} 


et tj une nouvelle constante arbitraire, représentant I’époque 
‘oti q s’annule en croissant. Le module 4? est moindre que 1 
puisque g? > f?; il est égal au rapport anharmonique de A, C, B, D. 
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Ces formules donnent p, g, 7 en fonctions uniformes du temps. 
En effet, en posant, pour abréger, 


t=n(t— by), 


Vinversion de l’intégrale elliptique donne 


s=snt; 

| q= fs = 0 / FRO? onc, 

(3) A 1—sn?2> =n / gee ens, 
5 / a pace y/o 


ott» est positif et ot’, ¢” sont égaux a1. 


D'aprés les propriétés des fonctions sn, cn, dn, ces formules 
montrent que p et qg sannulent périodiquement, tandis que r ne 
s’annule jamais. 

Si nous supposons ry > 0, r reste constamment positif et il favt 
prendre <’—-}-1. Alors, d’aprés la troisiéme équation (7), on 
voit immédiatement que a et p doivent étre de signes contraires, 
ce qui, d’aprés la formule 


dsnt 
dz 


montre que e’= —1. 


=JCmycacingc. : 


Les valeurs de p, q, 7 sont des fonctions périodiques de ¢ et 
admettent la période 


rik df ds 
a RS, Vas) G eR) 


Quand le temps augmente de cette quantité, Ps 7,1 reprennent 
les mémes valeurs; l’axe instantané de rotation reprend alors sa 
position primitive dans le corps, mais non dans l’espace, comme 
nous le verrons plus loin. . 

Il faut maintenant calculer les trois angles d’Euler en fonction: 
du temps. Pour. simplifier le calcul, nous supposerons qu’on ait 
pris pour axe des s, la direction invariable de ’axe Oc du moment 
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résultant des quantités de mouvement. Ecrivons que les projec- 


tions du vecteur Oc, de longueur /= yD, sur les axes mobiles 
sont respectivement Ap, Bg, Cr, nous aurons 


Zsin) sino = Ap, 


=~ 


Usin) coso = Ba, 
tcos)=Cr; 


car les cosinus y, y’, y’ des angles de Ox, Oy, O = avec Os, sont 


Fig. 19. 


sin§ sIng, sinfie Ose et cos§. Ces équations donnent, sans intégra— 


lion, 4 eto en Fee tion de p. g, 7 et, par suite, en fonction de ¢. 


Calcul de Vangle de précession ¥. — Ona, Vaprés les Equa- 
tions du mouvement, 


Remplacons, dans cette expression, p et 1 par leurs valeurs (3 ) 


el cn?7 v par J — sn? 7; nous avons 


dy pD (B — C)—(B—A)sn?¢ 
Wee fib ALB Ce ChB ey snl 


ce qu’on peut encore écrire, en effectuant la division, 


dy  pD_ pd (C—A)(B—C) 
dz nG nC A(B—C)—C(B—A)sn?z 


Pour mettre en évidence les poles de la fonction’ doublement 
périodique du second membre, déterminons un argument con- 
stant tc vérifiant la relation 
A(B— Cy. 


(a) eae cig Bea 
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comme A > B, la valeur de snic est purement imaginaire : on 
peut donc prendre, pour argument zc, une valeur purement ima- 
giaire, et, par suite, pour c, une valeur réelle. Nous pourrons 
alors écrire 


dy pD | pD (C—A)(B—C) : 


ao nG \awo C(B—A) sn?ic — sn2>_ 
D‘aprés les relations élémentaires qui lient les fonctions sn, en, dn 
d'un méme argument, on tire de (5) 


B(A—C) ye DAR) 
C(Aen Bake isa bets 5 RCA 


cn2ie = 


Extrayant les racines carrées et tenant compte de la valeur de x, 
on trouve 
isnic cnic dnic= ae Co fetia ACL . 
nC C(B— A) 
Il faudrait mettre un double signe devant le deuxiéme membre; 
mais, comme on peut changer le signe de éc sans que les relations 


antérieures soient changées, on peut toujours prendre le signe +- 


devant le second membre. L’équation qui donne 7 s écrit alors 
aT 


(6) dy _pD | tsniccnic dnic 
, az onG sn2 tc — sn2c 


Cette expression est maintenant aisée a intégrer : il suffit pour 
cela de décomposer le second membre en éléments simples. Or, 
nous avons établi, dans le n° 102, la formule 

2snacnadna  , 0'(a) 


seu —sma poe Pathed Pa te at ata ce O(a) - 


On a:donc, en faisant @=ic,.u= 


‘ D 
constante réelle 2— — ; 2%? des Ge 
nu @(ic)’ 


z, et désignant par ) la 


dy _, i Wet) it WiGe++) 
dt, -) Ap Hhid= 6 )e- ami ena ee 


Intégrant et supposant les axes choisis de telle facon que v 
S aranle avec 7, on a enfin 
H(tc +7) 


; U 
jroo iced eal SY) 
(7) ent aes ameaen 
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Les trois angles 9, ¢, Y sont ainsi exprimés en fonction du 
temps, et l'on peut déterminer Ja position du corps a un instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s’expriment 
par des fonctions du temps qui sont ou uniformes ou racines 
carrées de fonctions uniformes. Mais il est trés remarquable, 
comme l’a montré Jacobi, que les neuf cosinus «, 3, y, 2, 6’, y’, 
", 8", y" sont des fonctions uniformes du temps. Ce résultat peut 


s’établir comme il suit. Les formules (4) donnent déja y, y’, y’ 


a. 


en fonctions uniformes de ¢. On en cenclit 


VAtp2+ D2 ge 
Du 


sin() = 
ou, en remplacant p? et qg? par leurs valeurs, 
on JOA =BID =D), / _ AB=O) 
T — —o— ——_—_______—___— 
3 oa C(B— A) 


D’aprés Vexpression du module /? et les formules définissant 
sn2ic, cn?ic, dn?ic, on peut écrire 


sin = 


y sn?7 — snc. 


dnic 


Mais on a obtenu la formule (n° 102) 


@ 


2(0) H(a—u)H(a+u), 


sn2a—sn?u = I —“e(ayer(uy) - 


en y remplagant @ par 7 et u par ic, et remarquant que, par défi- 


ie z O(o) 0; (ic) H,(0) r : 
nition, dnic = RE Te enya @,(0)? On trouve 
H,(0) 


8 sin) = JH (2 — te) Ws + te). 


@1(ic) O( =)" 


tr, ? . = = 
D’autre part, expression (7) donne 


; Aone H(t — 7c) 
iSy.cikt (= 
e¥ =e a fe)’ 


done 
eet: H,(0) H(t —ie) |, 
y ate Aad OEE Gd 
ey sin§ Gi Geyu ters) 
eid ob ee t Hi (0) H(t te) | 


1 (ic), 6(z) 
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A Vaide de ces oud on forme facilement les valeurs des 
cosinus a, 2, @’, 8, 8’, 6’, en fonctions du temps. Il suffit de 
paruir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles 
Euler et d’y remplacer ensuite les angles d’Euler par leurs 
valeurs en fonction de 7. 

Nous trouyerons plus loin ces mémes cosinus par une autre vole. 


Cas de dégénérescence. — La valeur du module est donnée par 


PCA ABYC Dee) 
Be TESTO ea 


Ce module est nud quand A = B, c’est-a-dire quand ellipsoide 
dinertie est de réyolution (on a D> C; p. 212). Les fonctions 
elliptiques deviennent alors des fonctions circulaires. 

Le module est égal a Punité ae D+ B: dans.ce cas les 
angles 9,0, 4 et les neuf cosinus s expriment comme il suit : la 


foncuion s = snz devient ths ou — ¢tangiz, et les fonctions enz 
bese Noatsas I I nee : 
et dnz se réduisent & /1—s? ou A =~ = ——- En introduisant 
cht: cosic 


un argument purement imaginaire tc défini par la relation (5), 

c’est-a-dire 

A(B—C 1 BA = 

tang?ec — ACB = C). —_ = B(A- sate 
Cc(A— B) costc G(A—B)’ 


on remplacera la formule (6) par 


dy uB  tange I 


Le pea PT ee DSN ee Le ae! 
fda) owe cus?@ tang?¢ — tang? it 


qui donne, en itégrant et désignant par Ala constante © HA tang Be 


v sin(¢ +2) 
Y= dt —- —Log ———__— 
¥ 2 8 Sin(e—0t ie 


On déduit de la les expressions des neuf cosinus. 


133. Herpolhodie. —- Dans la représentation du mouvement, 
(’aprés Poinsot, la polhodie est une courbe algébrique; cherchons _ 
les équations de Vherpolhodie ou heu du pole. 7 m sur le plan 


Hae At 


(') Votr ApretL, Wecanique, t. Il, Chap. XX, 
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En appelant x, vy, 3 les coordonnées du pole m par rapport aux 
ets ne : A w 

axes principaux (inertie Owys, on a, puisque le rapport —— est 
i Om 


constant et égal a Vh ou U VD, 


(9) 


Comme p,q, r sont des fonctions elliptiques de :z, il en est de 
méme de av, y, s. Les équations d’Euler, dans lesquelles on rem- 


place p,q, 7r par ru. VD, Vw /D, su VD, donnent 


e 1 - 
(10) AS + uVD(G—B)ys =o, BS + pyD(A—C)s@ =0, S08 


Appelons P la projection du point O sur le plan fixe I, qui 


contient lherpolhodie, et désignons par p et y les coordonnées 
polaires d’un point m de la courbe rapportée au point P. Comme 


I 
op=—, 
ona les équations sulvantes 


I 
: | tras P+ > 
ay A 2?-+ B y?+ C 22=1, 
A272 B2y2+ C252= D, 
; : —2 —? —-2 
dont la premiére exprime que Om =—Pm + OP, et dont les 
derniéres sont les équations de la polhodie. Résolvant ces équa- 
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tions par rapport a #7, y?, 37, on a, en posant 


A=(B—C)(G—A)(A—B) 


eb (B—D)(G—D) ial (C—D)(A—D 
pee BCD ; me: CAD ‘ 
sos (A= D)(B =D) 
= 73 ABD ‘ 
BC(G=—B), CACA SIGNS 
rye ea pees tase a ye 
a x 7A (¢ a), y A (9 b), 
2 SO ABUB Say aa wee 
i Be: SER ae —=*6))s 


Nous avons supposé A> B>C et D compris entre Bet C(p. 213); 
alors A est négatif, et Yon aa>o, b->0, ¢<o. Donec s? est essen- 
tiellement positif et ne s’annule jamais, ce qui est d’accord avec le 
fait que r ne s’annule jamais. Pour que x? et y? soient positifs, if 
faut que e?—a soit positif et ¢?—b négatif : 9° oscille done 
entre a et b. Ainsi le rayon vecteur de Vherpolhodie oscille entre 
un minimum ya et un maximum Vb. 
En différentiant la premiére des équations (11), ona 
do dx dv _ as 


OO aa gy eee ye 
° at aha? seat dt 


ou, en tenant compte des équations (10), 


doe = Be Oe CAS AE BN ery De 
0 B= wyDarys ( TNE gS OE, SSE 9 )=- ABC iy 


cette équation donne enfin, en remplacant x, y, 5 par leurs 
valeurs (12), 


Pee do Teed SEM CLIN AUP PA ae EE 
(13) pa =hVvD V—(p2— a) (9?— 6) (9?—e), 
équation qui permettrait de retrouver 9? en fonction de ¢ par une — 
fonction elliptique; cette expression de 9? en fonction de ¢ nous 
est déja connue, puisque 2, y, 3 sont des fonctions elliptiques 
de t. al 
Appelons + langle polaire que fait le rayon Pm de Vherpolhodie 
avec une direction fixe de II; lexpression p2 Sk 
moment par rapport 4 OP de la vitesse du point m, cette yitesse 


représente le 
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étant estimée par rapport au systéme fixe de référence. Mais me 
étant sur l’axe instantané de rotation améme vitesse par rapport 
au systéme fixe et par rapport au corps mobile; nous pouvons donc 
éerire : 

dy. dP) of ds _dy* 
pia Ot Sa? ae |? 


la sommation étant étendue aux trois axes mobiles. Or, nous avons 


- e ° Aa 
remarqué (p. 215) que Ap= “Du, ce qui donne y = ait en 
; ie 
vertu de (10) nous aurons donc 
Aa By Cz 
22h. = pv. of Jy Z 
dt B—C G—A A—B 
r <a aL 4 ——— 42 - LY 
Ago hey kB Garie 
au moyen de (12), on obtient ensuite l’équation 
, 2 dy 2 7 \ 
(14) ve dt ie p-(e?-+ EF), , 


(A =D) (B— D) (CD) 


Weed 
ABCD CLeEst 


ot. E désigne la constante négative 
a-dire — /— abcD. 

Les deux relations (13) et (14) donnent ¢ et ¥ en fonction du | 
temps. L’élimination de dt fournit l’équation différentielle de 
Vherpolhodie ; 

(¢2-- E) do 


(19) ay = 
e ‘ eVD v= (Gi a) hsb) pa 


qui donne y par une quadrature. 
Ceci posé, nous allons vérifier qué 


eefh= ocosy +p siny 


s’exprime en fonction uniforme du temps. On a WVabord immé- 
diatement o? en remplagant, dans l’équation (1a )e 


yis Sa (et), 


y? par sa valeur en fonction du temps 


q? DeAAG 
y= ore 
wD B(B=C). 


sn2< 
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On trouve ainsi 


ou bien 
_ (A—B)(D—C) 


(sn27 — sn?¢). 


° ABC 
en posant 
(A —D)B 
Bs Maen ee B)D’ 
Les relations 
cn?» =1I— sn2p, dn?» =1— k2 sn29, ke= Sareea 


donnent env et dne. Rapprochons les trois résultats suivants : 


sn2y— B(A—D) AP at A(B—D) Pyke c(B—D) 
Vogt GA Sa Bs (ae eee yk eri > Dia 


Pour obtenir 7, nous partirons de l’égalité (14) qui donne 


: x 5 I 
et, en remplacant ¢? par sa valeur en fonction de < et dt par (dt, 


dy ou. # (A—D)(B—D) 1 
the Aras D(A—B) sn?< — sn? ¢ 


Décomposons le second membre en éléments simples en nous 


servant de la formule 


2snyenydne _ . Oe) la H'(e —7) H’'(¢ +7) 
sn?9—sn?> OV) H(e —c) H(e +t) 


Nous déduirons d’abord des valeurs de snv, eng, dn et n la 
relation 


sn2¢ cn? dne¢e = — 


we f(A—D)(B—D)]72 
D(A —B) ; 


el nous pourrons ensuite éerire 


snecne dney 


? 


7 ee ar 
mn L 


acne ; sn2> —sn2p 
puis 
JAX” he OCC A (se Oo oh (aie oy 
ar wore n ” @(0) i H(c—)° H(t+4 0) 
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On déduit de la 


27 Ot) +] +2iv FL( 
sa 6 LO) -* Bye ae) 
H(t+ ¢) 
y désignant une constante arbitraire. 
D’autre part, ona 
2 — CA Bt = ©) nk sn?) 
Rie ABG ; 


ou, d’aprés une formule déja rappelée (p. 150), 


(A —B)(D — C) 62(0) H(z — 9) HiCoaeG). 
ABC k @2(7) 02(¢) 


2 


Q 


On voit alors que Bren est le carré d’une fonction uniforme ect 


Pon obtient 
fiz , Or0e) : : 
Rta an +1 H(z ¢) 


peiX=Ne Ov) @(z) rn 
en posant 
f s (A—B)(D—C) 62(0) k2n2 @2(0) | 
ares ABG ke2(v) Dp? kO2(¢)’ 


la quantité \// @(0) est égale 4 H'(o), comme il résulte de ce que 
A c Sn UW 
ta limite de —— est 1 pour w=o:ona done 


A: tn, H’(o) 
oa AD @(e)’ 


N 


le signe étant arbitraire, 4 cause de la présence de y; en définitive, 
Vherpolhodie est done définie par équation 


p F in One) < 
in H'(o) H(z —¢) se in Oe} pei 


o efk = a ee = 
: uD 8(e) O(t) 


En se reportant aux valeurs de sn?9, cn?¢, dn?¢ en fonction 
des données, on yoit que ona 


I 
hs St 


D’aprés cela, »—K est purement imaginaire. Cette remarque 


nous conduit a poser 
¢—K=a, 


et a remplacer » par cette valeur dans Péquation de Vherpolhodie. 
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Cette équation devient 


tp. 0, (a) 
=—-4 - , 
n O;( a) 


<= n(t— fo), 


a@ est purement imaginaire et 4 est réel; y est une constante arbi- 
traire réelle. 


134. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Un point m 
de Vherpolhodie et ’extrémité w de la rotation instantanée sont 
en ligne droite avec le point fixe O et Yon a vu quona 


o=OmYVh, ol Vh= p VD. 
Si donc, on appelle p, et q, les projections de la vitesse angu- 
laire sur les axes fixes Ox,, O on aura 
15 UV 15 
Pitiqu=pVDo etd 


Hi (¢o) Bile) 
in e 
0,(a@) O(7) 


ou bien 


it+y), 


Atiqg=- 


C’est A un changement de notation pres la formule donnée par 
8 I 
Hermite (Sur quelques applications des fonctions elliptiques, 
p- 35; Ofueres, t. IIL, p. 302). L’argument w qui figure dans la 
formule de Hermite et Vargument @ employé ici sont liés par la 
relation 
a@=wtiKk’. 


135. Les neuf cosinus déduits de ’équation de l’herpolhodie. 
— Comme on I’a déja remarqué (n° 132, p. 215), Ap, Bg, Cr 
sont les projections du segment Oc =1=D. sur les axes mobiles. 


Onadonc _ : 
rn a Da ED as 
F Y / oid we 
dot 
A(D—C 
yi) beeiics Pan (/pE=O, 
‘B(D—G 
y' = Q snz, Q=+ Tact 
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Nous allons d’abord exprimer P, Q et R en fonction de largu- 
ment ¢ qui figure dans l’équation de ?herpolhodie. On a 


BCA AD 40 Ac= B)tD— GC) 


re D(A —B) (B—C)(A—D) 


=k? sn29; 


puis Pidentité 
P2 cn? + Q?2sn2t + R? dn?t =1, 


ott Yon fait successivement cn?t = 0 et dn?z = 0, fait connaitre R 
et P; on trouve ainsi 


d 
ae cnt, y'= ksnesnc, f=— SAdne, 
ou bien 
op Bile) Bi) ; 2 Hey A(t) ee 0, (¢) O1(7) 
O(#) O(t) ; ies O0(e) O(c) : bia O(¢) O(7) : 


et, en posant 
¢—K= a, 


de sorte que (n° 133) a est purement imaginaire, 


_ _ , Ha) Hil) _ CH, (a) H(z) on, 0(4) Ox(4). 
(~" @i(ay@(t)? =~ (a) O(c)’ (~~ @i(a) @(t) 


Pour calculer les autres cosinus nous prendrons comme 


inconnues ~ 


oS vB, t= if’, a” aon 
Entre ces inconnues, on a les équations linéaires 


(a+ tB)y.+ (a! + ¢B’)y'+ (a’+ 7B")y"= 0, 
y'(a" + 18") — y"(a' + 28’) =— (a+ 08), 
(2+ 28)p + (a'+ 18')q + (a"+ cB" )r = p+ tq; 


des deux premiéres, on déduit 


' <t\ ° ySry 
Aird aah pid See ea 
Paar Sey y ee y 
id dinette aa ea 


' 


et, en portant ces valeurs dans la derniére équation, 


. Ut or Poss grat r 
>) (p++) = pPitrtq. 


APPELL ET LACOUR. 1d 
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Si Pon tient compte des égalités 


Ap=ly,- Ba=ly, ~ r= 7", 
l 
Tf PVR ay em hs > 


on peut écrire cette équation 
(1+28) fe (p x ul pnt i - i) =par+in. 
Il reste a exprimer en fonction de a les quantités 
‘a-az) 'la-B) 


on peut le faire en se servant des relations suivantes : 


I I 
DAW SOR jy esaeday 
T I iP ene 
Vs- 
ie ~H(e)@i(¢) _ .H,(a)@(a). 
=F (pyar aces, (aa 
on a ainsi 
(5-5) Bas a Hil @) Ba) 
DO ACA via H(a)0(a)’ 
I DaNeue H( a) 0,(a) 
‘((g-5)= " Hi (a)e(a)’ 
I ao 2 I I 
ip a) ttc oe) 


H,(a) O(a) Hy(t) O(c) + H( a) O(a) H(z) O1(%) | 
7 03 (a) 0%(2) + H?(a@) H}() 


Si lon divise les deux termes de cette fraction par 0?(a@) 0?(<) 


et si l'on y introduit les fonctions sn, en, dn, elle devient, 4 un 
a) : sa valeur exacte est 


facteur constant prés, égale a en (7 


0(0) H,(0) H,(t — a) 
07(0)0(t 1a) 
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d+ li a * s * . d- . 
et ‘égalité qui définit « + 18 peut s’écrire 


0 (0) H,(o) H,(t# — a) J . Ho) Hit — @)_.5- 
eo EN ee ee Sea A 7 es a ENS BEN OAV 
@2(0) @(t—a) Pit to wu e e 


—n(%+E 
B) O,(a) O(c) 


En -supprimant les facteurs communs, et remarquant que 


H'(o) . Hy(0) 


—— et sont deus ités év¢ ai/k 
@(0) @,(0) sont deux quantites égales a Vk, on a enfin 


0,(0) 0(t— a) 


a+tiB=7t — 
ap i 0,(a) O(7) 


e i(ht+y) ; 


et lon en déduit «+ ¢8', «#” +78". 
Réunissons les valeurs des neuf cosinus : 


2 TIOLIGE feiice! ar A Ve = ges 
a —— gtd es en : a 
ee 

IV. — Potygones pE PoNncELET. __/ 


136, Remarques générales. — Les théorémes de Géométrie que 
Poncelet a découverts (Traité des propriétés projectives des 
figures, 2° éd. t. I, p. 280; Applications d’ Analyse et de Géo- 
métrie, t. 1, p. 308; t. II, p. 1) sur les polygones inscrits a une 
conique el circonscrits 4 une autre conique, se rattachent étroite- 
ment a la théorie des fonctions elliptiques, comme l’a montré 
Jacobi (1) (Journ. de Crelle, t.3; Gesamm. Werke, t.1, p. 279). 
Ces théorémes sont projectifs : ils s’appliquent a des polygones 
réels et a des polygones imaginaires. On sait que, par une trans- 
formation projective, on peut toujours transformer deux coniques 
en deux cercles. Dans l’exposé suivant, nous supposerons, avec 
Jacobi, qu'il s’agit de deux cercles, et nous nous occuperons 
uniquement de polygones rée/s. Nous verrons que le cas ou les 
cercles sont extérieurs se distingue entiérement des autres cas. 


137. Théoréme de Géométrie préliminaire. — Rappelons 
@abord un théoréme élémentaire. Soient ( fig. 21) deux cercles 


(*) Voir également Mourarp, Applications... de Poncelet, t. I, p. 535. 
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de centres O et O,, placés d’une fagon quelconque lun par rap- 
port a lautre, et DD’ leur axe radical. D’un point M du cercle O 
extérieur 4 O,, menons la tangente MT au cercle O, et la per- 
pendiculaire MP sur D:ona 


MT? = 2.00,.MP, 


ot OO, est une constante égale a la distance des centres. 


Fig. 21. 


Nous ne nous arréterons pas a démontrer cette relation qui est 
l'interprétation géométrique des équations des deux cercles et de 


leur axe radical. 


138. Premier cas de figure. Introduction des fonctions ellip- 
tiques. — Supposons O, intérieur a O. Soient MTM, une corde 
du cercle O tangente 4 O,, MP et M,P, les distances des deux 
points M et M, a Vaxe radical D supposé horizontal. Si le point M 
se déplace infiniment peu de MM'= ds, le point M, se déplace 
dans le méme sens de M,M',= dsj: les deux éléments d’are ds 
et ds, ont donc le méme signe. Les deux triangles semblables MTM’ 


et M, TM’ donnent 
MM’ MM; 
Mie. Sy Myvi 


mais, d’aprés le théoréme préliminaire, on a 


MT /MP 
M,T VM, Pi 
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donc on a la relation 
ds ds 
(1) 7 = 
JMP VM,Py 
Introduisons maintenant les intégrales, puis les fonctions ellip- 
tiques. Soient 4 langle au centre M,OM, compté positivement 


. 


yers la droite, 4 parur du rayon vertical descendant OMo, et 4, 
angle M,OM, : appelons a la distance de O aD et / le rayon : 
on a évidemment 
MP = /cos0 +a, M,P,= /cos0,;+-a, 
ds =-1.do; dsy= bd, 


d’ou en portant dans (1) 
Re aa 
Va+lcos0 Va+lcoshy 


(2) 


Les deux différentielles elliptiques qui figurent dans cette rela- 
tion se raménent a la forme normale de Legendre par le chan- 


gement 
F P30 . 04 
cosf =1—2sin*?-> cos§;=1— 2s1n?—*= 
2 2 
On a alors en posant 
juaaal 
a-+l 
i) 0 
we a 


~ ; 
Pe ee, 2m ee Pek 

; saat : 7a Oy 
q/ 1 kesints 1— 2 sin? — 

, 2 2 
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Le module & est réel et inférieur 4 1, car a> l. 
Introduisons une nouvelle variable 9 en posant 


ou © est suivi par continuité quand § partant de o varie dune 
maniére continue. On a alors, en faisant l’inversion 


—_——,, oe 
(/i— Ae = / i = dn os 
2 f/a+l J 


Si Pon reste dans le domaine réel, 4 chaque point M répondent 
une infinité de valeurs de @ différant de multiples de 27 et, par 
suite, une infinité de valeurs de ¢ différant de multiples de 2K si 
lon désigne par K l’intégrale complete 


ss 

7) ; 

ds 
Ke |g ee ee 
Lav 1— A? sin? 
i) 
ep) 
Si nous appelons de méme o, une valeur de 9 correspondant 


car si 9 augmente de 27, - = 4 augmente de x. 


au point M,, ’équation (2) donne en intégrant 
(3) %—o=L, 


ot. L désigne une constante; on a alors 


AG 
sin> = sn(p +L), cose! = en(p +L), 


ies » i M,P, 
/1— ee sint = mal = ane +b). 


Cela posé, partons d’un point M correspondant a une valeur 9; 
la tangente MM, au cercle O, aboutit sur le cercle O a un point My 


correspondant a 
n=O L, 


le signe = signifiant une égalité a des multiples de 2K prés. 
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Menons ensuite la tangente M, My qui aboutit au point M, corres- 


pondant a une valeur 92, nous aurons 
oO=o+L=9+2h, ar 


et ainsi de suite. Aprés avoir mené n tangentes consécutives nous 
aurons le point M, correspondant a 


n=Otn L. 


139. Condition de fermeture. — Pour que le polygone MM,, ..., 
M,, soit fermé, il faut et il suffit qu'un mobile parcourant les arcs 
successifs MM,, M,Mo, ..-, Mrs, Mn parcoure un nombre 
entier g de fois la circonférence. Done il faut et il suffit que 


n=? + SOAS 
c’est-a-dire que 


(4) nL=2qKk, 


relation indépendante dé ©. Si l'on peut trouver un nombre n 


ost. 2 es : L : 
‘vérifiant cette relation, c’est-a-dire s. le rapport sK est rationnel 


et égal a une fraction irréductible 


on voit, qu’en partant d’un point quelconque M, on revient a ce 
point aprés avoir tracé exactement n tangentes consécutives et 
parcouru g fois exactement la circonférence ©. On a ainsi un 
polygone de n cotés inscrit dans O et circonscrit a O, : on voit 
que ce ‘polygone P¥ est caractérisé par les deux nombres n et q; 
s'il en existe wn, il en existe une infinité, puisque M est arbitraire. 
On peut remarquer que les deux déterminations de L 


Pag se ket 


2K, 
n 


[nas 2a Keel 
ss 


ot ) est entier, sont équivalentes et donnent les mémes polygones ; 
on peut donc supposer g <n; de méme les deux déterminations 


beso aK ye K 


“nh m 
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donnent les mémes polygones : car, si en allant de M en M, dans 


un sens, ona 


en allant de M en M, en sens contraire, on a 


o—o=2K—L=I]y. 


On peut donc, comme dans la théorie des polygones réguliers 
convexes ou étoilés, supposer g premier avec n et inférieur a = 


Lorsque ¢ =1, le polygone est convexe; il est étoilé si g >1. 

Pour que les polygones PY existent, il faut et il suffit qu'il 
existe une certaine relation algébrique entre les rayons / et d, de 
deux circonférences et la distance OO, = ¢ de leurs centres. Pour 
former cette relation, supposons le cercle O et V’axe radical D 
choisis arbitrairement de maniére que a > /: il faut ensuite déter- 
miner le cercle O, de facon que 


Comme on peut déformer le polynome PZ dune maniére 
continue, de fagon que ses sommets décrivent O et que ses cétés 


Fig. 23. 


M eye 


enveloppent O,, nous pouvons sup poser quwil existe un cté hori- 
zontal MM, (fig. 23) tangent au point le plus bas H du cercle O, ; 


pour ce cété, on peut prendre 4, = — 9, 9, —=— ©, et comme 
iL 
o1— 9 = L, o= = 
Alors 
ee 0s ib 68, 
sin— = sn—-,; cos.— => cn. —- 
3, 4 2. 3) 
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En projetant le contour O, OM, sur la verticale O, H, on a 


l,—c 
7 ? 


cos, = 


 élant la distance OO,. On a donc 


: ; aol 
le module étant 4/2 = avec 
Geant 


Pour exprimer que le polygone P?% existe, il faudra écrire la 
| Ys n ) 
condition nécessaire et suffisante 


Wiis : 7d hee ae 
(5) 2 cn? =— ea 


gui donne une relation entre /, /, etc. 

En s’appuyant sur la formule (10) (n° 92)), . ler lecteur 
démontrera aisément qu’il existe une relation algébrique entre 
cnnu, cnu et k?, Faisons u = fT; on en déduit qu’1l existe une rela- 


c 5 ; . 
: Fan. k? et engK; or en?gK=o0 ou 1 sur 
Cpr i,— c 5 . * is . A 

vant la parité de q; —>— et k2 satisfont donc a une équation algé 


brique, comme nous lavions annoncé. 


tion algébrique entre 


Par exemple, pour qu'il existe un triangle inscrit a O et cir- 

conscrit 4 O,, il faut et il suffit que 
2 K 1,— Cc 
2cen2?— —I1= ——: 
3 l 

Nous avons donné (fig. 24) le cas du triangle et celui du penta- 
gone étoilé. 

Si a augmente indéfiniment, les cercles deviennent concen- 
triques, / = 0, et les polygones, quand ils existent, sont réguliers. 


Interprétation par le mouvement dun pendule simple. — 
Supposons que le cerele O soit décrit par un pendule simple qui 
aurait, a chaque instant, la vitesse ¢ due a la chute d’une hau- 
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teur MP: on aura donc 


v2=2¢.MP, 


MP étant la distance de M a l’axe radical DD’ (cas du mouvement 
révolutif, n°? 129, 2°; voir aussi Traitée de Mécanique rationnelle, 


M, 


par P. Appexe, 2° éd., t. 1, n° 248). Si de M on méne la tangente MM, 
au cercle O,, le point M, est entrainé, dans le méme sens, par le 
mouvement de M; appelons », sa vitesse; d’aprés (1) ona 


Cha /M, Pi 
0 Vo MP’ 
dou 
p? M,P : 
Bont Ge: $4 = 2 aid. 


Le point M, se meut donc comme un second pendule, placé dans 
les mémes conditions initiales, mais parti en avance sur le premier 
d’un certain temps +. On peut dire aussi que M est la position 
d'un pendule au temps ¢ et M, la position du méme pendule au 
temps 

Gy vt 


oti 7 est une constante. Comme vérification, en introduisant la 
variable précédente 9, on a, en posant 


V2e(a+l) 
A= 
al 


Xt 19; Ab, = 01, De) Bic 


Le polygone MM, ... M,, obtenu en menant les tangentes 
successives MM,, M, Mo, ..., Mn_,Mn, a pour sommets les posi- 


ETUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu. 


i) 
(Se) 
nr 


tions successives du méme pendule aux instants 


tab ty VE DT, .» E+ nt. 


Si done z est commensurable avec la durée T d'une révolution 
complete, le polygone se ferme quel que soit le point de départ M ; 
c’est le théoréme de Poncelet. 


140. Généralisation de Jacobi. — Soient plusieurs cercles O,. 
Os, ..., intérieurs 4 O, ayant, avec O et entre eux, le méme 
axe radical DD’. On peut mener la tangente MM, au cercle O,, 


puis M, M, a O., puis M.M; a O,, et ainsi de suite, les pots M, 
M,, Ms, ..., M, étant tous sur O. On a alors 
? -) ’ 


o%—o=1h, 


Si donc L, + L,+...-++-L, est commensurable avec 2K, le 
polygone MM, ... My, se ferme quel que soit le point de départ. 
On peut imaginer que M, M,, ..., Mn sont les positions suc— 
cessives d'un méme pendule aux instants ¢, ¢-+-7%), +72, --+> 
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t+. Si T,+T.+...+T, est commensurable avec la durée 


de révolution T, le polygone se ferme quel que soit M. 
, 1€ polys | | 


141. Deuxiéme cas : les cercles se coupent. — Supposons 
(fig. 26) que le cercle O, coupe O en deux points A et A’ corres- 
pondant a langle « de OA avec la verticale descendante OM,. 
Liaxe radical DD’ est AA’, supposé horizontal; la partie utile du 
cercle O est, sur la figure, la partie inférieure A’M, A. Actuelle- 


Mo 


ment a</; si lon appelle, comme plus haut, 4 et 4, les angles 
au centre correspondant aux deux points M et M, ot une tangente 
a O, coupe O, le point de contact T de MM, avec O, peut étre 
placé soit entre M et M,, soit a l’extérieur de MM,. 

Dans la premiére définition (tangente MM,) ona 


do db, 


(6) rs as wey | 
Va+lcos6 Va + lcos, 


car d§ et df, sont de mémes signes; dans la deuxiéme définition 
(fig. 26) 


o dd dO 


Va-+lcos6 +) —Ja+1cosd, 


car d§ et df, sont de signes contraires. Pour donner 4 la diffé- 
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rentielle elliptique la forme normale, on opére comme dans la. 
théorie du pendule simple (n° 429) : on fait 


a 


a= — lcosa, cos? =1— 2sin?-, cosa =1—2sin?-, 
2 2 

: Or 

sin — = wsin-- 

2, 2 


Alors les relations (6) et (7) deviennent 


du du, a 
FEF Or? OIRO? k =S1l —* 
V(i.— u2) (i— ku?) + fi — uu?) (i— ku} ) 2. 

Posons 
- du 
a iS Ee De nD 
, V(1— wu?) (1— ku?) ; 
salt 
} u=sng, sin—- = ksnqg, cos— = dng. 
J 2 2 


A chaque valeur de 9 correspond un: point du cercle. A chaque 
point du cercle correspondent des valeurs réelles deo déterminées. 
sans ambiguité, car si l’on change § en 4+ 27, © augmente 
de 2K + aK’. 

Si la tangente MM, est du premier type, on a 


dj=dy, m=o+k 


comme précédemment. Supposons que M marche dans le sens. 
positif, w et 9 suivis par continuité croissent, w, et 9, aussi; a un 
certain moment M, vient en A, uw,;=1, 9, = K et le second radical 
s’annule. Si w et 9 continuent a, croitre, Wy diminue, mais 94, 
continue a croitre, car 


ee du, hes du, 
es ee 5 
» Va—uiy)a— ku?) A — VU 49) a Bt) 


les points prennent la seconde disposition M’M'{T’ (fig. 26);ona 
alors encore 
dy, = do, g=etl. 


La relation 9,;= 9 + L, s’applique done aux deux dispositions. 
de la figure, et les conséquences sont les mémes que plus haut. 


es 5 : : : ete 4 : 
Si ~ est rationnel, il existe une infinité de polygones inscrits- 
2K . 
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dans O et circonscrits 4 O,. Pour qu’il existe des polygones P24, il 
faut et il suffit que la relation (5) soit vérifiée, le carré du module 


‘ : . +a a 
A? étant égal actuellement a a Par exemple, pour n= 3, on 


peut avoir un triangle auquel O est circonscrit et O, exinscrit. 
Si lon méne une tangente commune aux deux cercles, le point 
de contact R avee O est tel que uy = uv; on a alors 


o;= 2K — 9, 
d’ot, comme Oy =L+49, 
2K —L 


Oras 
5 2. 


On obtient de méme le point de contact symétrique S. 


142. Interprétation par un pendule simple. — On peut ima- 
giner que M est un pendule simple oscillant sur O et partant de A 
sans yitesse; on voit alors que M, peut étre regardé comme une 
position du méme pendule qui est en M a l’instant ¢ et en M, a 
Vinstant ¢-+- + (+ constant). Les points successifs M,M,,..., M, 
sont les positions du méme pendule aux instants 


Cae Cae leet ROG Fonte I= nen 


Si < est commensurable avec la période T d’une oscillation, il 
existe un entier nr tel que M, se confonde avec M. Quand ¢ 
varie, tous les points se meuvent, le polygone MM,... M,_,M 
se déplace et se déforme de fagon que ses sommets décrivent O 
et que ses cdtés enveloppent O,. Dans le cas actuel, on a 


ona /S, Lar(/$. 


143. Troisiéme cas : le cercle O, est extérieur a O. — Les tan- 
gentes menées des points M du cercle O au cercle O, se divisent 
en deux familles distinctes, suivant que leur point de contact T 
avec O, est sur l’are de droite T’T” ou sur l’are de gauche S/S’ 
symétrique du premier par rapport a OO,; les premiéres s’ap- 
pellent tangentes de la premiére catégorie, les autres de la seconde 
catégorie. En restant dans le domaine réel, on ne peut pas passer 
par continuité d’une tangente d’une catégorie a une autre tangente 
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de l'autre; de chaque point M de O on peut mener a O, deux tan- 


gentes, une de chaque catégorie. 


Tangentes de la premiére catégorie. — Appelons, comme 
dans le premier cas, / le rayon de O, a la distance du centre O a 


Fig. 27 


axe radical DD’; soient 4 et 4, les angles au centre O des 
rayons OM et OM, aboutissant aux deux points ou la tangente 
coupe la circonférence O. Ona 


dd do, 


Va —lcos? 3 Laie ae L cos 6, 


car d§ et d4, sont constamment de signes contraires. Posant, 
comme dans le premier cas, 


cos? =1I— 2sin?-» k= 
2 


ona 
§ 
ies et 


2, 2 


Aa) 
/ 1B sin? + apf 1a sot 
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Faisons encore 


on a actuellement 


L désignant une constante, et la derniére égalité ayant lieu a des 
multiples de 2K prés, si l’on se borne aux valeurs réelles. En par- 
ticulier, pour les points de contact M’ et M’ des tangentes com- 
munes, ona 


Sea dots, g==> 
2 
ou 
: ie Le ie 
o%=2K + o dot ¢= —— 
2 
Tangentes de la deuxiéme catégorie. — Comme les tangentes 


de la deuxiéme catégorie sont symétriques des premiéres par rap- 
port 4 OO, et que deux points symétriques s’obtiennent en 
donnant 4 9 deux valeurs opposées, on a pour les deux points 
M, M, ow une de ces tangentes coupe O 


9 Jo. = — Be 


Ceci posé, partons d’un point M : la tangente de premiére caté- 
gorie partant de M coupe O en un point M, tel que 


o=L—g. 
De M, part une tangente de seconde catégorie M, M, qui donne 
Papi Li 
De M, part une tangente de la premiére MM; qui donne 
Pat P= L 


et ainsi de suite. Si l’on revient ainsi au point de départ M, on ne 
peut y revenir par une tangente distincte de MM, que si la der- 
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niére tangente M,_,M, (My confondu avec M) est de la seconde 
‘eatégorie, ce qui exige n pair = 2p. On voit done a priort quil 
ne peut exister que des polygones d’un nombre patr de cotés 


inserits a O et circonserits 4 O,. On a successivement 


le L— 49, 

Poteet; 

¢ =a Oe 

eee salle a 
Momeni te : 

Gy) = — ap». 


Pour que le dernier point se confonde avec M, il faut et il suffit 
que 
—yph+o=7+2g4K, 


gins : s 
dot, comme @ disparait, 


Mes - = - (irréductible 

il faut et il suffit que les deux cercles soient places de fagon que re 
soit rationnel : alors le point M étant arbitraire, le polygone se 
ferme toujours au bout de 2p opérations. 

Dans ceé cas, pour obtenir la condition de fermeture, on peut 
employer une méthode qui, d’ailleurs, s’applique aussi aux deux 
autres cas. On peut supposer un sommet au point le plus bas M, 
(fig. 28). Soient M,M,T, la tangente, 6 sa distance OQ au 
point O; soit 

Oy. Op==r es 


Alors en appelant 9, et 9, les angles au centre pour M, et M,, ona 


S055 Or = 0 et t= L— w= L. 
Or 
; ay wee 
Dior eet 
sedi 04 
et le triangle M,OQ donne 6 = lcos-- 
On a de plus 
loe : 
£08 -— = cng; 
done 
6 aly 
1 Po are 
2 
APPELL ET LACOUR. 16 
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Telle est la condition, L. ayant une cerlaine valeur commensurable 


avec kK. 


(est un fait remarquable quwici il mexiste de polygones de 


Fig. 20). 


MM, 


Poncelet réels que dun nombre pair de cotés. Ainsi il ne peat 
< 
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pas y avoir de triangle; car le cercle cireonserit et un cercle 
exinserit se coupent éoujours; le premier polygone possible est 


un quadrilatére comme le montre la figure 29. 


Remarque. — Si Von voulait analytiquement trouver un poly- 
gone 2p —1 cdlés, on aurait & éerire 
la an 


© est-a-dire 


Pou 
29 =(2p—1)L+2qK. 


On aurait alors des points de départ spéciaux. Mais il est aisé de 
voir que les polygones ainsi obtenus sont repliés sur eux-mémes, 
en ce sens quen partant de Von trouve pour sommet M,_, un 
point de contact des tangentes communes; MI, se confond alors 


aveccm, i, Mp2, avec Mass, -..., Map. avec M. 


Interprétation par le mouvement d'un pendule. — L'inter- 
prétalion’ par le pendule est actuellement moins simple. Nous la 
proposerons comme exercice. I faudrait considérer deux pen- 
dules tournant en sens inyerse sur le cercle et passant au pornt le 


plus haut, A des mstants différents, avee des vilesses opposées. 
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BS 


i 
EXERCICES SUR LE CHAPITRE V. 
1, ‘Rectification de l’ellipse. — On peut representet les coordonnées 
d’un point d'une ellipse par les formules 
= asnu, y=obenu, 


et si Von prend pour module Vexcentricité, on trouve que l’are, compte a 
partir du point le plus haut, a poar expression (cf. n° 102) 
0" (o O'(u 
(1 — k2 sn2u) du =a ju —u rags OO : 
0(0) O(u) 


rill 


Jorigine dunom de fonctions elliptiques est liée a ce probleme 


Lignes géodésiques du caténotde (surface engendreée par la révolu— 


tion d’une chainette autour de sa base). 
[| L’axe de révolution étant pris pour axe Oz et rdésignant le rayon d'un 


paralléle, on a, pour Péquation de la surface, 


2 & 
“>) = a et as e z) 
2 


On trouve que la projection des lignes géodésiques sur le plan des ry 


a pour équation en coordonnées polaires 


b dr 
G— 
ie emnree 


6 désignant une constante arbitraire et Vangle 6 étant complé a partir d 


la direction asymptotique. 


° Soit 6 > a. En posant 
ae u 
r er | 
ona 
a“ 
du a 
= [ ’ Ro ee 
Vi — u?)(1— ku?) b 
Done 
b 
i = sn, r=—. 
: sn 0 
Telle est l'équation de la courbe. 
2° Soit 6 >a, En posant 
a 
— v; 
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on a. 

id dy 
A#=k | ; k=-- 
Jy VUr— 92)(1 — k2 0?) a 


Done 
Q) 


3 Si 6 =a, on est dans un cas de dégénerescence, Kamat 


>» 
r=acoth0(').| 


¢ =const. qui ont 


3. Montrer que Jes courbes coordonnées u = const., 
été employées dans l’étude de la surface des ondes, constituent deux fa- 
milles orthogonales. 

ent a définir la position relative de deux 


hk. Les neuf cosinus qui serv 
fonction de trois paramétres @, 


triedres trirectangles peuvent s'exprimer en 
u, A au moyen des formules suivantes : 

€ (u— a). 
Z J,(0)0;(u ) gir 


? 


pao H(a) H(u) i pape te 
Nat Oi (a) O(u)” eo 0, (a) O1(u) 
ee H, (a) Hy (ws) BR etices es Q(0) O(u — 4) fy 

: 0, (a) 0, (wu) : : @,(a)O1(u) ; 
A oe O(a) Cu) ; 7! + 1B"= Hi(o) Hie = @) oa, 
Z 0,(a@) O,(u) : 0, (a) O1(u) 


réels et @ purement imaginaire; de plus, 


dans lesquelles on suppose wu et i 
avec un module réel. 


les fonctions de Jacobi sont supposées construites 


Wy 


2 1, 


(a" 4-13")? =0, 


| Il suffit de verifier 
a Fy id) Wella 
ace ‘Mein i 
(a' + i8')?+ 


+ 7" (a" + 08") =9, 


(a8 P+ 
v(a+ iB) +7 (a+ 2B’) 
(4 4 i8)(a 8B) + (w+ EB')(a'— ER) + (a+ EBC — I 


ce) DR, 


Cela Seauite des identités suivantes : 
02(a) 0? (u) — Hi(a) H2( uw) = 0?(a) 8 (u) — H2(a) H?(w), 


ese ese ee rere 


HH, (a) Hi(«) 


eee rn eee 


ee ees esr ree 


H, (0) Hi(u— @) 8,(2) 0i(uy— 0, (0) O14 (u— @) 


= @(0)0(u—a)H(a) H(w), 
82(0) O1(u— @) Oy(u+a)= @2(a) 02(u) + H7(@) Hi(z), 


e2(0) O(u—a) O(u+a)= 03? (a) 0}(u) — H7(@) H? (4), 


H?(o)Hi(u—a) Uy (u+ a)= 03 (a) 7 (u)— 87(a) 02(w), 
i ee a 


(1) Greennint, Fonctions elliptiques, p. 138 
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et dune autre identité qui se déduit de la premiére de celles-ci en y rem- 


placant a paro et uw par uw — a. | 


5. Vérifier que les valeurs précédentes des neuf cosinus satisfont aux’ 


relations 


, Weir corso ese Wea Fe 
(2.— ¢8')(2' +18") =—y y+ ty, 
(oul 7B” iy A) — np ays olay 
(a! —i8")(2 418) = y Hey, 
7 1 ' ey! —_ AAR me tt 
(1—tB) (2'+78') =—yv +0y 
équivalentes au systéme suivant 
Ueber! Gish getle The c ey aces te be 
‘ ‘ as it 1 t i 
peish uae Mf oss = x ach "a2 Qn. 
Z2-pp+-y ¥ =o, emacs | ZL, 
xa'-+- 88! + yy = 0, "= 4 6' — Bo’, 


a a ia i ; 
(D’aprés cela, les deux triédres dont la position relative est deélinie a 
Vaide de ces cosinus ont méme disposition. ) 


6. Surfaces pseudo-sphériques de révolution. — Les coordonnées carté- 
d'un point de la méridienne d’une de ces surfaces sont données 


siennes 7, 2 
par l’un des systémes suivants (oti A et R désignent deux longueurs ) 


“ / 2u 
& , we 
en in ee ler 
ee a= / \/ I ha ° du, 
J 
la) <q ESE 
u / 2 u 
"i=" Shi tei ee | be OL 
R \/ R2 R : 


. x 
é u 2 u 
r= Kelis 5 = LA = —— sh? dike 
R - ly R2 R 


une tractrice; dans Je second, on pose 
nee R 

troisiéme, on pose r mare dn =z 
is 


Dans le premier cas, on a 


r=RkAei, avec A= hes edans le 


avec mn — "+ 
k 
Discuter la forme de ces méridiennes (voir L. Brancur, Lesiont di 


Geometria differenziale, 2° édition, t. 1, p. 225-928). 


ee Ome 


iii 


ae 
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FONCTION p A PERIODES IMAGINAIRES CONJUGUEES; 
DISCRIMINANT NEGATIF. 


I. — Le piscriMtNANr EST NEGATIF. VALBURS REELLES DE pl ET DE p'u. 


144. Objet de ce paragraphe. — Soient m, et = deux quantités 


réelles, non nulles, que nous supposerons positives pour fixer les 


idées. Posons 


2.0), = W»— Wo, 2.03 = M+ Wh} 
er als i * , dtce 
le rapport =— ayant sa partie réelle non nulle (et positive), mous 
tw,” \ 3 
pourrons construire une fonction pu admettant 2, et 20, comme 
périodes primitives. Nous nous proposons de montrer que les inva- 


riants sont réels, que la valeur de la fonction est réelle quand 


Vargument est réel ou purement imaginaire el nous en déduirons 


que le discriminant 2) — 27 gh est négatif, 
145. Les invariants sont réels. — Les invariants sont donnés 


par les séries absolument convergentes 


! 


I I 1 Si i 
aos .— Seen se Do hee SRI 83 = irae 
60 & med (2M + BZN )* 140 (2mo,+ 23 )° 


Comme les quantités 


2M, ANWs, WMO; + WNW, 


sont imaginaires conjuguées, on peut, dans chacune des séries 


_précédentes, associer deux f deux les termes de facon que leur 


somme soit réelle. Done les invariants gy et 3 sont réels. 


146. Arguments réels, purement imaginaires, imaginaires con- 
jugués. — Arguments réels. — De méme, dans la série absolu- 
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I 
be eS 
} 12 las u—w)? =; | 


(2 ==-2nN Wy -l- 2723, 
m 


ment convergente 


(2) 6. See stg ete 


< = 
(eh eee : 
= 0 exclu, 


si ’on suppose w réel, on peut associer deux a deux les termes de 
facon que leur somme soit réelle. Donc, pour un argument réel, 
la valeur de la fonction pu est réelle. 


On voit de méme que la dériyée 


est réelle ee west réel; or, dans le parallélogramme (0, 20,, 
2W2, 23), pu ne peut s’annuler que pour les valeurs ,, @, 
et w, de u cet 46). Son seul zéro réel étant w= ,, et son seul 
pole, uo, elle garde un signe constant quand wu varie de o a 
2; et comme elle est négative pour w positif et trés petit, elle est 
constamment négative quand uw varie de 0 Ay; pu va constam-— 
ment en déeroissant depuis +c jusqu’ a Po. 


Arguments purement tmaginaires. — Pour voir sila fonction 
p(iu) est réelle quand w est réel, remarquons que Von change 
seulement le signe de la fonction pu quand on multiple par ¢ 
Pargument et les deux périodes. On a donc 


p(t |, 03) =— plu] io, ts), 
ou 
to, = ae? as Lo): Ae — one 
ie 20” mae ee std 


puts, comme on peut toujours changer le signe d'une période, 
p(tu|my, 3) =— p(w] io,, — vos). 
Pour la foncuon du second membre, les deux périodes sont ima- - 
ginaires conjuguées. Si donc wu est réel on est ramené au cas — 
déja étudié. 
En prenant les dérivées dee deux membres de la relation que 


FONCTION p A PERIODES IMAGINATRES 
~ . ? Y " 
nous venons d’obtenir, on trouve 


ip'(iu| on, o3) =— pel T4, 


Les deux égalités précédentes montrent que 


CONJUGUEES. 


== Ubgils 


si u est réel, 


p(iu|m,, 3) est réelle et p' (iu | ,, @;) purement imaginaire. 


Ces égalités peuvent sécrire, en mettant en évidence les inva- 


riants gy el gy au lieu des périodes @, ets ° 


piu; 2, « 


ip’ (tu; Ga, &3) 


ces formules [qui sont un cas particulier des formules (54), p- 


résultent de ce que, si ’on remplace 


M1; Os 
par 
U Wy, = TW, 
dans les séries qui donnent gy ct & 


reproduit multiplié par —.1. 


3, 22 ne change pas el gs Se€ 


Arguments imaginawres conjugués. — A deux valeurs u el Uo 


imaginaires conjuguées de argument correspondent, pour la fonc- 


tion, deux valeurs imaginaires conjuguées. 
pus 
pio= 


1 Bl I 
3 cen aaa 
us (to — wy 


Il s’agit de montrer que, si ’on change @ 
de pu, cette expression se change en plu. 


=e 
u? (u— Ww)? 
I 
wv? 


en — i dans Vexpression 
: 


En effet, ona 


Si l'on change ¢ en —¢ dans la deuxiéme série on trouve, én dé- 


signant par , la quantile imaginaire conjuguée de 1, 


t 


lass I 1 
ay » pee res, nor Fs 
ue (u — >)? pz |? 


il reste done a vérifier que l’on a 


Sl I I 
2 (u— w)? sy? 


| =) Vereen 


I | : 
Wo )? we 


cela résulte de ce que la quantité imaginaire conjugucée de 


wy = 27™Mo1+2NH3 
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est la quantile ; 
Vo = 2AMO3+ 2NMY, 


et que, dans chacune des sommes précédentes, m et n prennent 
toutes les valeurs entiéres («vw = 0 exclu). On peut done passer de 


eeant ¢ en— ¢; ces deux 


a valeur de pu ala valeur de pu» en chan 
| | le} | | le puto hang 
valeurs sont imaginaires conjuguées. Ceest ce que nous voulions 
verifier. On observera dailleurs que ce dernier résultat entraine 


les précédents. 


147. Parmi les racines ¢,, ¢,, ¢;, une @, est réelle et les deux 
autres imaginaires conjuguées. Le discriminant est négatif. — Nous 


pouvons vérifier maintenant que les racines du polynome en pw 


{piu—- Sepu— gs 


sont Tune réelle et les deux autres imaginaires conjuguées. Ce 


polynome étant égal a p'2 7, ses racines sont 


eg =D iolns C3 = PMs, Cy = P( 4+ 3) 


ou bien 


Ws my Ws ty \ 
Cit Oi a Te) e3 = p qo C2 > Po. 
e 2 * 2 
On voit deja que la derniére est réelle, puisque wy est réel; ta 
premiére racine peut s’obtenir en prenant la formule d’addition 
2 + p2p—ap' up'e 
p(u+e)=—pu—pe+ ee Ee ae Lad Pe” 


4(pu—pv) 


even y faisant 


puet p'u sont réelles; pe est réelle et p'v purement imaginaire. 
Done ey= po, est imaginaire. La méme formule montre que 
€3 == pos est la quantité imaginaire conj uguée de e, (ce qui devait 
élre puisque w, el, sont des quantités imaginaires conjuguées ). 
Puisque, sur les trois racines e,, @2, @y, il y en a une réelle et 
deux imaginaires conjuguées, le discriminant 3 — 27 g? est né- 
gatif (n° 46), 


Distinction des racines imaginaires par le signe du coef fi- 
cient de t, — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi- 
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naires e,, ¢3, en considérant, dans chacune d’elles, le siene du 
coetlicient det. 
Wo 


. . . ~ ae) a’, 
La racine e, sobtient en fatsant w= —, v =— — dans la va- 
2, y) 


leur précédente de p(uw—+-); le coefficient de ¢ dans le résultat a 
ine ee So tes oF 
e signe de — = pu pr, et, comme ptt est négalive pour w= —>> 
le signe 4 considérer est celur de 


f , l RX 
1p Leys (Oe Bee. iy SPOS 
=p b= =p (—— eee toes: BD, — = Up — }i 
U C 2 Lae » 2. 


\ 


) w! : iat ‘ 
comme largument — est purement tmaginaire, servons-nous de 
; 2 


la formule 


ip' (iu; 25, £3) =— p' (43 £2, — 83) 


nous trouverons 


Or le signe du second membre est le signe +-, puisque, quand 1 


. , x Oy 17 \ 
varie en restant réel deo a =, Plt, 82, 83) est constamment 
l % oO- é€ 
négative. . 
Donec, pour la racine e,, le coeflicient de ¢ ale signe +; pour la 


racine é,, le coefficient de ca le signe —. 
Remargue. — Ona, quel que soit «, a 
p(u+ ws) = p(ut+w,). 


' 


in effet, la période 2, étant égale a w,—w,, on peul éerire 


plu + w',) = p(u+ w+ 20) = plu + wm). 


148. Valeurs de w pour lesquelles pu et }» u sont réelles toutes 
les deux. Résumé. — Nous avons vu que, quand « croit de zéro a 
Wy, pu et p' sont réelles toutes les deux : p/w varie d'une maniére 
continue de — a zéro, pu décroit constamment de +2 jusqu’a 


€)—= pw. Nous voulons maintenant définir toutes les valeurs de u 
ieee aie . 
qui rendent réelles pu et p'w simultanément. Considérons la rela- 


tion 
p2u = {(pu—e,)(pu— €2)(pu— es). 


si pu est réelle, le premier et le troisiéme facteur sont imaginaires 
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conjugués, leur produit est positif: pour que pw soit réelle il faut 
: : 
que lon ait 
pu > es. 


Soit a une valeur réelle plus grande que e,; il y a un argument 


réel ¢, compris entre 0 et 2, pour lequel ona 


puH a, 


toutes les autres solutions de cette équation sont données par la 
formule 


“uate + 2NUW, +7 2NWs, 


met n étant des nombres entiers. 

On conclut de la que, si un argument w rend réelles la fone- 
tion pu et sa dérivée p'u, on peut toujours, en ajoutant des pé- 
riodes, le ramener a étre réel et compris entre — , el + sg. 


Fig. 30. 


Wat Wo 


1 
1 
' 
! 
1 
' 
1 
f 
1 
' 
' 
1 
' 
1 
' 


We-Wo 


On peut résumer les résultats précédents dans le Tableau que 
VOICL : 


u oO Ws 2 Ws 
pu + % décr!- ey — cr, a 
piu —=100 — o + +x 
Ug — WS Ws O2+ 05 
pu he er. C2 déer, = 
ip'u —2 Ss 0 — — 


On voit que sur les diagonales du losange des périodes (fig. 30) 
(0, 02—W), 202, 2+ ,) la fonction pu passe deux fois par 
toute valeur réelle; partout ailleurs, dans lintérieur du losange, la 
fonction pu est donc imaginatre. 
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Il. — EXPRESSION DES PERIODES PAR DES INTEGRALES DEFINIES DE LA FORME 
NORMALE DE LEGENDRE, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. 


149. Expression des périodes en fonction des invariants. — Les 


périodes étant, comme plus haut, définies par les égalités 


20, = W2,— 5, 2.03 = Wet), 


on a vu que, si u croit de 0 a We, pu décroit constamment de =+ 2 
a eg. L’équation différentielle 4 laquelle satisfait la fonction 7 = pu 
étant mise sous la forme 

dx 


a= 


/ , 
V¥ 423 — 2% — 83 


on obtient, en faisant croitre u de 0 a 9, Pégalité 


ae dx 
WO. = 
= J ,ui— £ 


ey 822 — §3 


qui donne ie expression de w, en fonction de g's et de 3. 


ia 


Pour avoir l' expression corr respondante de 22 remarquons que 
t 


si on remplace les périodes 2m, et 2, par les suivantes 


1 ' 


; 2 : : W)5 ; 
2604= aE LS ike — 2403; = —— 1a, 
l 


il faut remplacer 


Wan So asus os ee 
par 
ws 
sak? Eg rae OC, eng 


L’égalité précédente devient, par ce changement, 


! a 
oa us 


—<—<——$———— 
U = VB Be + Bi 


150. Les intégrales donnant les valeurs de et —2 ramenées & 


la forme canonique de Legendre. — Lintégrale a donne la 
valeur de w, peut s’écrire 


- dx 
= ee 
ee fe 2 V(x — 1) (w@— 2) (w — 3) 


2 
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Fatsons le changement de variable 


= y= 3, 
Vintégrale devient 
‘ce ds 
(a a ee ee a ee ee 
vo WV (627-++ @€2 — €,) (42+ €3— @3) 


Les quantités €1— €, el @.— ey sont IMagiMatres conyucuees. 
Posons 
€2— €3= ¢(cos¥ + Tsinv), o> 0, 


C4 


é;= o(cost —i sind ) omy 
ry 7 ’ ef 


ry 


ral 


/\ 


La chose est’ possible, car nous avons pris 9 positif, et nous 
avons désigné par e, la racine imaginaire pour laquelle le coeffi- 
cient de ¢ est positif; nous avons done bien le droit de choisir u 
entre 6 et 7%. Le polynome bicarré quit se trouve sous le radical 


peut alors s’écrire 


! 

. Stan ae 

sh+ 2357p cosl + 9? = (22+ 9)2— 4zto sin? +, 

D 

de sorte quen posant 
] . 
Z eel) 
e=tyo, Sn == KF 


ona 


le coefficient différentiel de la nouvelle intévrale ne fait que 


changer de signe quand on pose 


ay oa ae 


t' 


et que Von néglige ensuite Vaccent. On en déduit 


eee dt [ dt 
————————————— OF 
Jo (12+ ea WV ommreree KV AME 1)? — 4k? 02 
puis 
- ; dl 
Wo Ve = of 
0 - V(t +1) —— 4 AF 
2 dt 
; 1+ ¢? 


a 


ey 


An 


a KAM R - 


Vos ae ae 


eS eas SS ee le 
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etil n'y a plus qua poser 


2M 4 t - © 
== SING ou == Fao = 
r+ vt? : ae 


[- dz 
Wz 9.= Se ee 
ie / 9 etat 
Geka hy SINS 


dans laquelle Vintégrale est de la forme normale de Legendre 


(voir n° 1413). 


Transformons de méme Vintégrale 


+a + 7 
wm, { da [ C; dx 
a ——_———_——— = aS. SS ee ae 
t Cheer oe (ae CAI L Fe C2) Lf Cs) 


Vixi— g20 — 83 2\ 


En faisant le changement de variable 


= — €24 37, 
il vient 
wo, ¥ dz 
——_ > 
t wo 6 (32? C1 — 62) (32-4 €3— C2) 


puis, en introduisant, comme dans ce qui précéde, le module ¢ et 
les arguments 4 et —¥% des quantilés imaginaires conjuguces, 


@5— @, el €o — Cy, NOUS aurons 
2 3 2 { 


Dey r 
— ee 
l dl 
, rf 
(/ (2 pe — 4 5-6 cos? — 
e 2: 
eo ‘ 
P ene 
OsOnsS 
yj 
27) 
say, Vo, cos? = = Kees 


nous trouyerons 


bd 


w 


wy if dt 
soa Bae jar wah Rae 
u J ¥(P412— Ghee 


et, en tenant compte de Végalité 


fi 2 dt ne 
0 Vie+ie— 4kee oN vi—k? sin? 


wy 2 > : 
nous oblenons pour = une expression de la forme cherchée. 


256 CHAPITRE VI. 


Réunissons les deux formules qui yiennent d’étre démontrées : 


| 
= de : \ 
ws Vo = = ) ifr sin? =, 
Jy Vi k? sin?y 2 
n 
2? 1! 
Oy (= i" do H Ba ANe: 
—=-Vp= = ky = cos >? 
wa 1— fk’? sin? 
o et 4 étant définis par les égalités 
€2— €3= p(cusl + zsiny), o> 0, 
2 — €4= P(cosh — isin), ORG anaes 


Ces derniéres intégrales, dans lesquelles on fait 
sin i 


prennent la forme des intégrales qui donnent K et K’ dans le 


mn? 4410: 


LW» A eee , , : 
151. Variation du rapport ~~. — Des égalités précédentes on 
déduit 
ie 
[- dy 
La Jo Vi— k? sin2g - 
Ww’, uA Tt ’ 
2 
e a 2 sin? © 
et Pon voit que le rapport = augmente constamment quand kt 


croit de oa 1, car le wnnsioent augmente et le dénominateur 
diminue. Ce rapport est égal a zéro pour kj = 0, il est égal a 4-2 
pour k} =1; il passe done une fois et une fois seulement par une 
valeur positive donnée quand /j croit de o a 1. 

On peut alors vérifier, en se servant des seules intégrales ci- 


f 
; w , 
dessus, que, si les valeurs de wa et de a sont données, chacune 


. . tUWe 
des racines €,, @s, €; a une valeur unique. En effet, —7- ayant une 
2 


valeur positive donnée, £j a une valeur unique comprise entre 0- 
et 1; A? étant ainsi déterminé, l’égalité qui définit 2, par exemple, 


- 
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/ . . , . 
montre que yo a une valeur unique, le radical étant pris avec le 
signe +. Pour passer de la aux valeurs de e,, é,, ¢3, remarquons 
que cos et sin, définis par 


cos) = ki? — ki, sinl¥ = ak,k', onvcor, 


sont déterminés sans ambiguité. Alors les égalités 


Y+-csint), 


C,— €;= o(cos) —Ttsin) 


Cyt 2+ €3= O, Co 6 o(cos 


déterminent une valeur unique pour chacune des racines e,, é2, 3. 


lif. — Rerour A LA FONCTION P A DISCRIMINANT POSITIF. EXPRESSIONS © 
DES PERIODES SOUS LA FORME CANONIQUE DE LEGENDRE. 


\ 


152. Les intégrales qui définissent les périodes ramenées a la 
forme canonique de Legendre. — Noits allons ramener 4 la forme 


canonique de Legendre les intégrales qui définissent w et => 


t 
wW 
u 
dans le cas ot e,, és, e@; sont réelles (voir n® 55 et 56). 


On a d’abord 


1 es 


iy dz ~ os dx 
Y= SS ee ee SV 
ve Vir — gr — 83 Z ay (a —e1) (w— e2) (2 — 3) 


Dans cette mtégrale, faisons le changement de variable 


’ 222 dz 
e=é3;+ =) Teer cea 
z : Pt 


g Glant une constante indéterminée; lélément de lintégrale 


devient 


i> 
Dans le produit qui figure sous le radical,tle premier facteur se 
réduira & 1 — 7, si nous posons 
3 prs eyes, 
_ . ~ 
: *APPELL ET LACOUR. Pods 
B 
> 
=: 
4 ~ 
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et le second facteur deviendra alors (1 — 4? 3*), en posant 


k? est un nombre positif et plus petit que un : le coefficient diffé- 
rentiel a donc la forme cherchée. En mettant maintenant les nou- 
velles limites de l’intégrale, nous trouvons 


fe du 
suvo= ne et ea) 
Jo V(t— 2) (1— k2 3?) 


ce qui est la forme cherchée. 


Transformons de méme Vintégrale i 

w! eo dx io dx A 

Pets See ee a 
U /—e, V4 ae — 2.23 + 85 4 =e, y (% + €1) (@-+ €g) (@ + @3) 


en faisant le changement de variable 


» 


sous le radical, le second facteur devient égal & 1— zs? si nous 


- posons 
&? = €)— 63, 


et le premier facteur devient alors 1— /’?.5?, en posant 


k est positif et plus petit que 1. Nous avons done 


cea ft g2 
oi 0 V(ii— 22) (1— K222) 


’ 6 , Paes aoe ‘ 
Réunissons les deux résultats précédents, en faisant dans les 
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aS) 
er 
© 


intégrales le changement de variable s = sing, nous avons 


Tv 


2 do 
Oy SS 


| ae OP ee 
9 YiI— 2 sine 


Tw 
w! E do 
ee pt SS eee 
e «9 I=? sill? 
3 62 —. €3 : e\ — @2 P F 
& =Vei-~ 3, Poe TO 5 Ke k? 1. 
Cyi=—" C8 e1-— C3 


On nomme ¢@ le multiplicateur; k est le module, /’ le module 
oO i } ? 
complémentaire. 


! 
a . ° Ww x ° a . 
153. Variation du rapport —.-— Considérons, maintenant, le 
\ tw - 
rapport 
TT 
3 


do 


wy! ole Dav ap ew ee sin2@ 


do 


ae vik sin?© 


En raisonnant comme au n° 151, on reconnait que, si A? croit 
1 . r : 
. 10) . BR 3 . 
deo a1, le rapport — décroit constamment de +x a o. 
tw 


D’aprés cela, on peut encore vérifier quil my a qu'un seul 
systéme de valeurs de k? et de g pour lequel les mtégrales 


o 


a! 22 A . > : «9p 53 
el — prennent des valeurs données, si l'on suppose g positif et A? 
: w! SiG s 
pris entre o et 1. En effet, le rapport 7) tyent une valeur donnée, 

ae 
il n’y a pour A? qu’une seule valeur comprise entre o et 1; A? étant 
déterminé, Véyalité qui donne la valeur de gw, par exemple, 
donnera pour g une valeur unique. 
Les quantités A? et g Gtant déterminées, on a immédialement 


ey — &3, €a— €3. 


*SLasomme de ces quantités est égale 8 —3e3; puis, des diffé- 
{ 3D ee | ’ ‘ 


~ 


rences connues €;— @3, C2 — ¢3, on déduit e, et ey. 

Ajoutons enfin que les résultats des n® 151 et 153 nous per- 
mettront bient6t de justifier complétement notre hypothése fonda- 
mentale du n°34 dans le cas of les invariants 9» et g3 sont réels, 


(Chap. VIII, n° 168), 


- 
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IV. — Cas DU DISCRIMINANT NEGATIF. APPLICATION GEOMETRIQUE. 


154. Etude de la courbe x = pu, y= p'U, 7 = 423 — Bxk— By. 
— coe imsisterons seulement sur les différences que le cas 
de A < 0 présente avec le cas déja étudié de A> o. 

Si © et y sont tous deux réels, on peut toujours, en ajoutant 
des périodes, ramener argument a étre réel et compris entre 
— We et + Ww, (n° 148). Quand on change w en — u, # ne change 
pas, y change de signe; la courbe est ddae symétrique par ee 


porta Ow et il suffit de hate varier u deo a Wy. 


Fig. 31. 


Quand wu croit deo a ws, y est négatif,  décroit constamment 
de + a ey. La tangente au point situé sur Ox est paralléle a Oy; | 
la direction asymptotique est celle de Oy. On a done la forme de 


courbe gee parla figure 31. 
la courbe n’a pas de points en dehors de la branche infinie, 


comme cela se présentait dans le cas du discriminant posiuf. 


Tangentes par alleles a‘Om., = -Les points owt la tangente est 
parallale a-Ox sont donnés par I’ équation 


I 
Yu Ag 
» u = §622— — &s= 0, TG OWN 


a 


won 2 
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- Quand g» est négatif, il n’y a pas de points ot la tangente soit 
paralléle a Ox. 
Quand 2» est positif, les deux valeurs de # qui annulent p' wu 
sont réelles; mais pour qu’a une valeur réelle de # corresponde 
une valeur réelle de vy, il faut et il suffit que Von ait 


C1 Ca. 


Nous avons donc a chercher, en supposant g»> 0, combien 
Véquation 
pu = 622— ~ f= to) 
a de racines plus grandes que e, et nous sommes ainsi conduits a 
substituer @) a la place de x dans le polynome enter en x qui 
donne la valeur de p’ wu. 
Ce polynome se présente sous une forme plus commode, si on | 


dérive par rapport a u les deux membres de Videntité 
p2u = 4(# —e;) (ww — e2) (x — @3), Peas BU 
On trouve, aprés avoir supprimé le facteur commun p’ u 
> af } ) 


~ pu = (@ = es) (x — es) +(w — e1) (w@ — es) + (w — €,) (@ — en) 


et la valeur du polynome pour x = @, est 


(€2— €1) (€2— €3); 


comme les deux facteurs @,—e;, €2— @3 sont imaginaires con- 
jugués, le résultat de la substitution est positif. Done e, est supé- 
rieur a la plus grande racine ou inférieur a la plus petite, et 
comme ces deux racines sont de signes contraires, c’est le pre- 
mier cas qui se présente quand @ est positif et le second quand e, 
est négatif.-Or, le signe de @, est le méme que celui de gy, puisque 


E3= 1632. 


En définitive, pour qu’il existe sur la courbe des points ott la 
tangente est paralléle a Ox, il faut et il suffit que Von aut 
. . ; e i) 
: &2> 0, &3< 0. 
Dans le cas contraire, la courbe présente la forme de la figure 31. 
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Tangentes menées d'un point P. — Si le point P a pour para- 
métre ¢, les points de contact ont pour paramétres 
v v ie v 
us >> Uy Sai Oe Ug =— —- + 01+ 03, Ug =— = 4-409. 
2 2 SEP. 2, ; 
Comme v est réel et que w, ets; sont imaginaires conjugués, 
Uy et Uy sont réels, uw, et Us imaginaires conjugués. 
Ainsi, par un point de la courbe, on ne peut mener que deux 
tangentes réelles a la courbe. 


V. — DISCRIMINANT ‘NEGATIF; APPLICATION AU MOUVEMENT D’UN PROJECTILE 
DANS UN MILIEU DONT LA RESISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE ('), 


155. Equations différentielles et intégrales premiéres. — Pre- 
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour diree- 
tion de l’axe des a la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des y la verticale descendante. Soit 2 Vangle de Ow avec Vhori- 
zontale, # étant regardé comme positif quand Ow est au-dessus 
de Vhorizon : Vangle des axes est alors = +2. La résistance de 
Pair est une force dirigée en sens inverse de la vitesse, et égale 
ice, » désignant la vitesse, et c une constante. : 

En désignant par x et y les coordonnées du mobile, et par s 
Pare décrit. sur la trajectoire a partir dune origine fixe, la force 
due a la résistance du milieu a pour projections sur les axes 


Oey 
AS Sh clor ee, os ds\3 dy 
—(5) ds’ an irs Serie: : 
ou bien ) c 
We ds\? dx ds\* dy 
Ce able aes Be CPT Las ef 
et les équations du mouvement sont 
aE WEN at) Cale an ae $7 
, Oye ds\2 dy... a rae 
(2) ; ae =~—e(5) apt e- ; ; 
eee o 


* 


(') Vowr GreEenutLy, Fonctions elliptiques, traduction de Griess, p. 3975. 


\ 
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Eliminons entre les équations (1) et (2) les termes qui pro- 
viennent de la résistance; il vient 


da-dty dy dtu. dx 
dt dt® dt ae ode 


. d 
ou bien, en posant » = a ; 
lu. dx 
3 Cae ee 
(3) dt dt iy ; 


D’autre part, en remplacant, dans l’équation (1), ds par sa 
’ S ’ ) pé 
valeur tirée de 
ds? = dy? — 2 dy dx sina +.dz?, 
nous trouvons 


aa i, dx 
ais dt 


3 
) (uw? — 2 sina + 1), 
puis, en tenant compte de l’équation (3), 
c dt 


5 Bg f[dz\- dx. : dp. 
(4) a (i) Sy = (wt 2ysina +1) a 


Les deux membres de l’équation (4) sont les dérivées de fonc- 
tions qui s’obtiennent immédiatement. Intégrons de o a ¢, il vient 


Sates dx SNS ge seen 2sing 
a6 (=) \ dt /« ee ee Le 


en remarquant que, d’aprés le choix des axes, p= 0 pour l= 0. 
Nous supposerons la vitesse initiale trés grande, et nous négli- 


ing fde\-* Be oy Sunes 
gerons le terme 3 * (F), ? de sorte que, en posant Ps =" eb 
P = p3— 3p? sina + 3p, 
ona 
d. cE pels 
(5) = — PS, 


L’équation (3) donne alors — 
Eu—p-t 
= do=P. | du. 


et, en intégrant, 


: eae a U ; 
(6) ee |. P 3 dp aif “+ ____.. 
. : wv fs 0 5 


(p38 — 3 pe sina + 3 )> 
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D’autre part, en remarquant que Péquation (3) peut s’écrire 
dy. (da fy, 
dz \ dt ek ¢ 


dx ake he 
et en y remplacant ap par sa valeur tirée de (5), on trouve 


9 
AB AG cx PP idx, 
wp? 
puis 
& Aves po3 di 
er y, p: Jy 


o U. ne! p. 
(7) arte mh P dp. Hk aie 3 
Mia , oc eye ? 
(p3— 3 yw? sing + 32)3 


U. =a U. 
Gy yah aan (ee 


=" 
Vv = “ . EF 
0 on (v3 — 3p? sina + 3y)3 


vt 


Les équations (7) et (8) définissent la trajectoire au moyen de 
la variable auxiliaire y. et Péquation (6) donne la valeur de ¢ pour 
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynome | 


= P= p(p?— 3p sing + 3) 
n’a d’autres racines réelles que zéro, et on en conclut aisément 
que, quand p croit de o a+, ¢ et y deviennent infinis, et x 
tend vers une limite : nous désignerons cette limite par a. Il est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 


et que w est la valeur de cette limite. En effet, ’équation (5) 
montre que, pour » =o, ona 


: ; dx 
v= lim St ise 


ds\2 dg\?, . . 
(5) = a) (p?— 2p. sina +1) 


ds 


et Pégalité 


montre ensuite que, ar ayant une limite, we 2 une limite qui est 


la méme. 
s 
Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 


x = a, et lorsque le mobile descend indéfiniment sur la branche _ 
de courbe asymptote a cette droite, la vitesse tend vers une valeur 


limite ¢y. 


. 
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On vérifierait d’ailleurs aisément que ces résultats subsisteraient 


N aay ’ ns , a Ry dx a 
meme Sl Von n avait pas négligé le terme en ( ) 


dt 


156. Intégration par les fonctions elliptiques. — On peut ra- 


mener l’intégrale qui donne la valeur de 2 (équation 7) a une 
aes 


intégrale elliptique ayant la forme canonique de Weierstrass. 
Pour cela, faisons la substitution 
ps 
m2 P3 
5) 23 = m5 


v. p.? 


y2—3usinz +3 


y] 


m étant un facteur constant arbitraire. Nous pourrons déter- 
miner g3 de fagon que, dans l’expression 


(4m’— g3)y2—tamop sing + 12mé 
? 
2 


, bs NS 07 pn 
4% 3 EES 
fo) 2 


le trinome du second degré en yw soit carré parfait; il suffit de 
poser 


4m’ —_g3= 3m sin®a, 
OE an 
dou 


&3= m§(4 — 3 sin?a), 
Il vient alors ; 


2—psins 
V433— g3=m3 ye Ripe eens 


pP. 
et, en différentiant, ; 
2 G27da~ 2 2m V3 dp. 
Eh 
Cette équation peut s’écrire 
dz Ts V3dp _ ee I dx. 
Nie Se Bee eee ae a eee a Oya? 
V42 mer fe: { rae: m3 P83 my3 


oer wee 
en prenant m? = 5, ona donc, en définitive, 


a es a 


On en conclut 


x 
(9) s=7(S; 0&1), 


- 
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puis, d’aprés l’expression de dz, 


1 1SeN\ 2 psiNG — 2 
p ~)=-sS 
\ 2 3 


le signe de p’ étant défini par cette égalité méme. Quand z est. 
égal a Pabscisse a de l’asymptote verticale, 1 =, ona 


= ‘ &a\ sina §a\ 3 
Pp (3) eae, P (=) re. 
el, par suite, 
[ga AGE Dias om 
‘ P (4) P oo and p 


D’aprés cette derniére Equation, on a 


2 Pees 
dy 3 ae (2) 
PPgpte ga er\ ga PabaN 
AC cet calor | 
et en intégrant 
x 6 p? (S) 

(10) “y= eae 
Oey (el oy oe 

] wp J wy? 


C’est Péquation de la trajectoire. 

fg ; ox a 6 : 

Ecrivons wu et ¢ au lieu de 2 et de ous l’équation prend la 
w?2 mp2 


forme 
(tr) EF fe Opt edu 
3 wr J, pve — pu 


et nous allons pouvoir Vintégrer en appliquant la régle du n° 50. 
Pour rendre le dénominateur rationnel, multiplions par p'v + p/u 
les deux termes-de la fraction sous le signe somme et tenons 


compte de ce que, 2» étant nul, ona 


pte — p'2u = 4( pte — piu), . 
= 4(pe — pu)(epe — pu) (e*pe—pu), 


¢ et e? étant les racines cubiques imaginaires de l’unité 


Sttty3 9 ety se 
= eS 
2 2 
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/ 


En opérant la décomposition en fractions simples, on a 


en 6 p2e _ Gpe(p'y + p'u) 


pe—pu 5 (pie — peu) 


tpet+pu I po+tp I 
= -— Oo =— ————_"—— ++. = 
2 2 


DD Vi 26 Epvy— pu 


petpu 
e2 pip — pe 
Ipe+pu _! -p ee + piu 


I  peet+tpu 
4- _- — 
pe—pu 2 pev—pu 2 


? 
pere—pu 


N | 


ear si dans la formule d’homogénéité (n° 36) 


Ut, ; 
r=; YS, ug] = PP plu; 8a, 8s), 
v. 


A) 


: : = : I 
on fait g» =o et py =< puis u = ¢?, et si ’on remarque que == @, 


on trouve 
p(ue2; 0, £3) = 2 p(u; 0, 83), 


plue; Oo, &3) => ep(u; O, &3)5 
puis, en prenant les dérivées 


p’(ue?; 0, £3) = p'(U} 0, 83), 


p’ (ue; 0, £3) = p'(U; 0, 83)- 


Des équations (11) et (12), on conclat 


o 


mp? 


eto plu 
Nakao ihe, 


I 
2-pe277— pu 


vu ' t U Ul 
I-p o-+ pu Ep =. Dare. 
C13,) tas (joe pf ih I a 2 
“0 2 pre—pu 2 pzv—pu 


Mais, si dans la formule d’addition pour Cu [n° 44, éq. (65) |, 
on remplace » par — ¢, il vient 


1piu+p'e 


eS pu =C(wu—)—Cu+ to. 


Dans cette égalité changeons ¢ en ev puis en 2?9 et remarquons 
que, d’aprés la formule @homogénéité (n° 36), Gee = e2Gv et 
Ce? = ef; nous obtenons 
I p'u+ pee 
pa apes BE wenn C(u— ev)—Cu+ 2S, 
2 pu— peer 

1 p'u+p'ee 


= C(u— 229) —Cu+elo. 
5 pu— pete ( nf ) GuU+ EG 


D’aprés cela, l’équation (13) peut s’écrire, en tenant compte de 


suivant les puissances de uw — 
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ce que 1 ae +? est nul, 


wa 
S 


1 
eI 
| 
Prana 
si: 


¢ —C(u— vp) —eC(w— ev) — 22S (u— 29)| du, 


et'l’on obtient enfin 


s(o— a) CO (6 Ua—"E é (er — 
Sr(Uln de e¢ u : o (629 ——& 
=-— 3uCv — Log ————_—_ — « Log ove Yen ES Log ————_ 
p : av Gey o 629 


i) 


L’expression du temps ¢ se trouve au moyen de l’équation (6) 


qui donne, par un calcul analogue, 


eal 6pepu_ ae 
pe—p'u 


=f (C put pe utp’? 
=f. + 
2 py—pu 


t T 
I ,peerpy 
2 perv—pu 


1.9 l 

I p'ceto+pu 
9 aa Se du, 

2 pee—pu 

Vout 

ot c(e—u o(ev—u J(22 —u) 
Bn Tag CAPS OE ape eee ee 

Ww ov SEP cer 

ADT. 


Développement de 7 et de ¢ en séries entiéres ordonnées 


IP ; 
& oat iD Lorsqu on se propose de 


développer y et ¢ suivant les puissances entiéres de w, il est com- 
mode d’employer la fonction 


- qui est égale 4 1 pour u= 


. puissances de w par la formule de Taylor 


en intégrant de nouveau, on obtient 


(18) 


U(u, ?) = See 


oa” 


— o. Il vient alors 


SS = — Log ¥(u, v) — « Log gY(u ev) —e? Log }(u, #9), 
gt ; 
eB =— Log U(u, ») —e? Log b(u, ev) — = foeven ey). 


Prenons les dérivées logarithmiques et développons suivant les 


. 
. 


di 2 Eien 
aa —C(e—u)+tos—upe+ po Splot... 


rete ; us u2 Se ut, ; 
Log ¥(u, OS oP eae Peers 
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Donec, en remarquant que 22—= 0 el perv =epe, 


Foal ees aR ge UPON 
(19) sog(U, EO) — sae pY Sumas ahem abe : 
) Ses %, aoe Ue; Une 

(20) og U(Y, eke eas gre! — GP 


On en conclut 


o u* piri ui 
gy ='3] —p'e— — po + — pslo+. 
1p? 4 7 10 


ria Ly > 
us 2, a0) 3= —(4—3 sin’), 
wy? 27 
pet sabe «abe et ee eee oe , 
ee pe= zs sing, ae ie pO Simic, f 
3 3 3} 


Le discriminant étant négatif, les périodes de ps expriment a 
Vaide des formules des n® 149 et suivants. 

Les dérivées p", p”e, .-- se calculent par voie récurrente, en 
dérivant un nombre quelconque de fois la relation 


pws 4 piu—ss 


et faisant ensuite w= -¢. 


CHAPITRE VI. | 


INTEGRALES ELLIPTIQUES. REDUCTION A LA FORME NORMALE 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 


. 
I. — INTEGRALES ELLIPTIQUES. 


158. Exemple élémentaire de la méthode employée pour cal-' 
culer les intégrales elliptiques. — On démontre, dans les éléments 
du Calcul intégral, que Vintégrale d’une fonction rationnelle de # 
et de la racine carrée d’un trinome du second degré /ax?+ 2bxe 
peut étre ramenée, par un changement de variable, 4 Vintégrale 
(une fonction rationnelle ou 4 Vintégrale d’une fonction trigono- 
métrique. 

Placons-nous a ce dernier point. de vue, pour rattacher a des 
notions élémentaires le probléme que nous traitons dans ce Cha- 
pitre. Soit 


Gye [Ra 9) ae 


une intégrale ot R( 2, y) désigne une fonction rationnelle de x 
ety, y étant liée a x par l’équation 


. 


(2) . ta eae 


Si Von fait un changement de vari iable, en prenant comme nou- 
velle variable u Vine peal : 


a9 . 


Vintégrale proposée (1) devient I’ cites a une fonction Lrigono- 
métrique. Pour le vérifier, écrivons 


Zs b\? 6?—ae 
y=v=at/—(2+ 8) a ees rar : 
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el posons 
b b62— ac = mae 


rere ee b : 
il vient, en choisissant pour zy la valeur — = qui annule s, 
¢ 


* dz Fe 
i el aS ley 
<3 V9 1[— 3? 
b /b2— ac ns 

4 — 4 os 2 
4 ese — + OH ——— sinhu = —/62—accosiu 
(4) = » Yas 

: da = y du. 


Avec cette nouvelle variable w, Pintégrale (1) deyient lintégrale 
@une fonction rationnelle de sinku et cosAu, intégrale que lon 
sait calculer. 

En employant un langage géométrique, on peut dire que léqua- 
lion (2) représente une conique, et que les formules (4) expriment 
les coordonnées d’un point de cette conique en fonctions uni- 
formes de w.. 


159. Intégrales elliptiques. — Considérons une intégrale de la 
forme 
(5). [Ray de, 


ot R(x, y) est une fonction rationnelle des deux variables xeLY 
liées par la relation 


(6) ‘ Vy = Vanr*+ hau? + bage? + hasz + ay, 


dans laquelle le polynome sous le radical est du quatriéme ou du 
troisiéme degré. Une intégrale de ce genre s’appelle une inte grale 
elliptique. Les intégrales elliptiques ont fait Pobjet des recherches 
de Legendre, avant la découverte des fonctions elliptiques par 
Abel. Pour les calculer, on peut faire un changement de variable 
en prenant comme nouvelle variable wu lintégrale 


: : * 
dz 
; u= —"* 

(7) ‘ fe y 


~ Les quantités x et y deviennent alors, comme nous le mon- 
trerons, des fonctions elliptiques de w et le calcul de lintégrale (5) 


—s q ‘ 
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est ramené au calcul de Vintégrale d’une fonction ellipuque, caleul 
que lon sait faire a aide de la décomposition en éléments simples. 
En employant un langage géométrique, on peut dire que les 
coordonnées x et y d’un point de la courbe (6) s’expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable u, ce qui permet de.trans- 
former lV’intégrale (5) en Vintégrale d’une fonction elliptique. 


160. Premiéres réductions de l’intégrale elliptique. — Dans la 
fonction rationnelle R(x, y) on peut toujours remplacer les puis- 
sances aires de y par les puissances du polynome 


V2 = Ay @* + 4a, v3 + 60,074 403% + ay, 


et ramener cette fonction a la forme 
ba Oss 
Sa £9 
Pit+Qiy 


P, Q, Py, Q, désignant des polynomes en z. Si lon multiplie et 
divise par P;— Q,y en remplacgant encore y? par sa valeur, on 
obtient une expression de la forme 


R(v)+ y Ri (x), 


ot R(w) et Ry(#) sont des fonctions rationnelles de x. L’inté- 
erale I se partage alors en deux parties : 


I= fR(2) dx +fy Ri (a) da, 


dont la premiére s’obtient immédiatement, comme Ilintégrale 
dune fonction rationnelle. Quant a la seconde, nous l’écrirons, en 
multiphant et divisant élément différentiel par y, 


S (#) étant une fonction rationnelle de z, 


Sica) = 72 Ry (az). 


Il..— Forme NORMALE DE LEGENDRE. INTEGRALES DE JACOBI. 
161. Forme normale de Legendre. — On dit qu'une intégrale 


elliptique est ramenée a la forme normale de Legendre quand 
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la racine carrée y est de la forme 


(t— #2) (1 — k2 a?) 


(ef n° 97, p.141), ot & désigne une constante appelée le module. 
Dans les recherches théoriques, cette constante 4a une valeur 
quelconque réelle ou imaginaire; dans les applications a la Géo- 
métrie, a la Physique, a la Mécanique, elle est réélle, et, comme 
nous le verrons, on peut la supposer moindre que Vunité. 

La racine carrée y ayant cette forme, voyons comment on peut 
calculer une intégrale de la forme 


| Fee {[22@, 
Saag 


a laquelle on peut réduire toute intégrale elliptique, daprés le 
paragraphe précédent. Actuellement on peut encore, par des pro- 
cédés algébriques, simplifier cette intégrale, en profitant de ce 
que y est la racine carrée d’un polynome bicarré. La fonction 
rationnelle S (x) peut toujours s’écrire 


KR (a?) + «Ry (x?), 


ot R et R, sont des fonctions rationnelles de z?.. L’intégrale 


s’écrit alors : ‘ ; 
fies + free ? 
ie y 


La deuxiéme intégrale se raméne immédiatement a une intégrale 
élémentaire par la substitution 


UA 3; = 


qui donne l’expression 


Ry(zydz 


2 va= &) (1— Kz) 


ou le polynome sous le radical n’est plus que du second degré en s. 
Finalement, on est donc ramené a l’intégrale 


f= eee (1a) (i Ma). 


APPELL ET LACOUR. — 18 
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Si l’on y fait le changement de variable 


“dx *. dx x 
u=f — = ’ @ = sn(u, Kk); 
Jo SF do VHB) (ak a?) 


elle devient 
f X(sn8 uw) du, 


intégrale d’une fonction eo obeaes aux périodes 2K et 21K’. Pour 
a calculer, il faut décomposer | a fonction elliptique en éléments 


simples, en procédant comme nous avons fait au n° 50 dans une 
question qui, au fond, est identique a la question actuelle. On 
décomposera d’abord la fonction rationnelle de «?, A(x), en 
fractions simples 


3 by bs bm 
KR (v2) = Cot C1 U2 +-...4 Cpu? a } oe bee et 


rm 


A Ay Ap-1 =i 
Hy [se Gaoap tet (w2—a)P raises 


ou nous mettons a part ee termes en x et en — ~ quand ils existent; 


la somme ¥ est alors relative aux racines % qui sont différentes de 
ZELO. - 

Faisant ensuite = snu, on sera ramené a calculer les inté- 
erales des types suivants 


Ago 
(8) fsmudu, [sntudu, Bae oe sess [i snrnu di, 


ol m est un entier positif ou négatif, s 


(9) ot fact ey: —=—_ 


ou @ est différent de zéro. Ces intégrales sont faciles 4 obtenir par 
la décomposition en éléments simples. 


On peut, par voie récurrente, ramener toutes les intégrales du 
type (8) a la premiére de ce type. Quant aux intégrales du 
type (g), elles se déduisent de la premiére en la différentiant par 
rapport a a. De la Vimportance particuliére des premiéres inté- 


*o- 


grales de chaque type. Nous allons les calculer. — ea * 


162. Intégrales de premiére, deuxiéme et troisiéme espéce, 
daprés Legendre et Jacobi. 1° On appelle intégrale de pre- 
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“I 
Or 


miére espéece Vin légrale 


‘ee dx & dx ~ 
Foi th. te a 
“0 Je 


2/9 (1— v7) (1 — a?) 


2° On appelle intégrale de deuriéme espéce Vintégrale 


qui devient, quand on y fait # = snu, 


uw 
ae f sn2u du. 
0 ; 


Cette intégrale, que Jacobi désigne par Z(w) a pour valeur (n° 102) 


get @) - 84) 
@(o) = O(«) 


Quand wu augmente de 2K ou de 2¢K’, Pexpression que nous 
venons de trouver pour Vintégrale de deuxiéme espéce éprouve 
des accroissements constants 


Lig dant OC) Sarat Sater ee eos wae 
J = 2K @(0) , 5S SA eet A 6 a -- ava 


que l'on appelle modules de péeriodicité de Vintégrale de 
deuxiéme espéce. On en déduit la relation 


r F Tv 
KJ'—JK’= -- 
- 2 
3° On appelle intégrale de trotsiéme espéce Vintégrale 


rie dx 
ee Ee Cee ag 


qui devient, quand on y fait x = snu, 


é 
Sees; 
2 ? 
» su « 


ou a est diflérent de zéro. Pour la calculer, déterminons un argu- 
ment @ par la condition 
: smta=a, 
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nous aurons a calculer l’intégrale 


is du 
aaa pe! 
sn?u—sn?a 


- 0 
qui est donnée par la formule suivante établie au n° 102 


snacnadna 1 H’(u—a) 1 H’(u+a) 0'(a) 
een eel —_—- > 
(ie) sn2u— sna 2 H(w—a) 2 H(u+a) O(a) 
dot 
H(a—u) at 0'(a) 
H(a-+ u) O(a) 


VW . 5 
{ snacnadnadu 


I 
2 2 = > Log 
sn?2u—sn?a 2 


“0 
Si, dans la formule de décomposition (10) on change u enu-+ UK, 
elle devient, d’aprés la relation 
I 
Asnu 


sn(w+tK’) = 


et la formule donnant H(u—+7K’) en fonction de 0(w), 


Ksnacnadnasn?u _ 1 @(u—a) 10(u+a)  0'(a) 
i—?sm2asn?u =a O(u—a) 2 O(u+a) O(a) 


Pour désigner l’intégrale du premier membre prise de o a uw, 
Jacobi emploie la notation (wu, @) : 


u ~<a 9 
: sn2u du 
Il(u, a) =k? snacna ana f Tes isnza sntee 
re) aA ' 
AGRE ACEO SK) 
2 O(a+u) O(a) 


\ 


4° Formule récurrente pour le calcul de [sn udu. — En 


calculant expression 


d 
=F [sn?”-3 wenudnu] 


el désignant, pour abréger, par s la fonction snu, on trouve 
(on iti 3 822-4 (1 en $2) a ey k? 52) — Stn 2(7 ene k? 52) pa, ke s20-2(4 ers s?) 
ou, en ordonnant 


, 


(2n — 3)s*?—-!§— (an — 2) (1+ Kk?) 52"-2 + (on —1) kh? 52”, 
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En intégrant, on a 


sn2?-3 yenudnu =(2n — 3) feet du 


—(an—2)(04 ke) fst due an—1k fom au, 


re 


formule qui permet de calculer toutes les intégrales J S22 dit 


(que n soit positif ou négatif, car on a toujours 2n—3 et 
2n—1>40) en fonction des deux premiéres, correspondant a 
ie—— One h/t: ==. 


* 


III. — REDUCTION A LA FORME NORMALE DE LEGENDRE. 


163. Cas dun polynome bicarré. — Soit l’intégrale elliptique 


4; 7 hon 


ot S(a) est une fonction rationnelle de x, et y la racine carrée 
dun polynome bicarré 


vy =VAart+ 2Ra?+ C, 
On peut encore écrire, comme dans le paragraphe précédent, 
, S(a#) = R(x?) + 2 Ay (2), 


ot: KR et K, sont des fonctions rationnelles de x. L’intégrale prend 


alors la forme = 
[ Ce) dx + f he dx. 


La deuxiéme intégrale devient une intégrale élémentaire par la 


substitution 
7 ie 
2 


Il reste done a calculer Vintégrale : 


=f". 


* , 7 < es 3° . Pa ed ‘ 
Si lon ne s’astreint pas a n’introduire que des éléments réels, 


cette intégrale se ramene immédiatement a la forme normale de 
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Legendre. On a, en effet, en décomposant le polynome bicarré en 


facteurs, 


Vue VA V( 42 — yw?) (62? — x2), 


wet C 3 pouyant étre imaginaires. Si lon fait ensuite 


Oma 


y =a J/AV(I—z 


et Pintégrale devient 
I 3 KR (a? 32) az : 
By An ((i— 22) (a 8 8) ‘ 


elle est réduite ata forme normale de Legendre et on la caleule, 
comme dans le paragraphe précédent, en faisant 


AUS iee 
Alors ona 
iO Ge SMe V22— 22 = 2enu, 


JB—a=8Vi— @st= Bdnu, 


y =a8)/Acnu dnu, 


= shot [ R(2 ute) de 
BVA. 


164. Réduction ala forme normale en quantités réelles, dans le 
cas d’un polynome bicarré de la forme A(x?+-«)(«#?+ 8); 


A, # et. étant réels. Supposons que l'on ait 


= (Arar S Bat iC = 
A, B,-C étant réels et B? — AC positif : on peut alors éerire 
i VA(a?+ Gh) NS) 


2 et @ étant réels. Plusicurs cas sont 4 distinguer suivant les signes 
des quantités A, % et 6. Comme on peut toujours, deyant le 


radical, mettre / A en facteur, on a pour y les types suivants 
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oti act b désignent des quantités réelles : 


(1) y= Via) (Bw), 
(ML) y=Vie—a @— &), 
(III) yaViai— a) wa By, 
(IV) ya Ve @) (a+ B), 


Be p= GATED, 


Voici, pour chacun de ces types, une substitution réelle propre 
i ramener l’intégrale 


cite (RCD 
8 


d la forme canonique de Legendre. 
Type I. — Sout 
y = Va? — 2?)( b? —2?), a> b?. 


La quantité y devant étre réelle, #2 est extérieur a Vintervalle 
a2, b2. Deux cas sont a distinguer suivant que x? est inférieur a b? 
ou supérieur a a’. ; 


Prowier Cas ¢ boo? On lat = bzy evlon a 


y = ab ((i— 57). (1 — A237), Lara a 
Le radical est done ramené a la torme demandée ayec un module 
réel moindre que Vunité., Faisant ensuite 


YA NE . 
ona 


} 


a=bsnu, Ve—w@=benu,, Yar—z?=adnu, 


=abcnudnu, 


BA 
; 
Kes x f nce sn2w) die. 
a € 
Deuxiéme cas : x2 > a?. Posons 


Yd) ba Seas 
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nous avons 


a 


Y=5 


| w 


Va— 2? )¢ (1 — 232), dz =——dz, yale 


a) 
w 


Le radical est encore ramené a la forme demandée, et en posant 
5=snu, ona 


a aon a dnu 
an Ss ) (/2—a@= x— 62=a—, 
sn sna uu sn u 


, cnudnu , 
= a* ——___, 
J sn? w 


1=— 2 f a(S) au. 
ae sn2 uw 


Type II. — Soit © 


¥ = (a — 2?) (x? — 62), a> b2, 


Pour que y soit réelle, il faut que 2 soit compris entre Beta Ml 
suffit de faire 


2 > = mld lo — wy? y 
e2— 72= 2x", 2?< ar?— b?, 


pour ramener Pintégrale 


R(x She LRP AR Ae 
Ee as ee V(a@— a) (x — 6?) 


f . A(@— x") dz’ 
Var) ba) 


qui rentre dans le type I. 


a lintégrale 


Type Il, — L’intégrale 


: R (a2) 


—————————- dz, Hea! 
V (a2 — @?) (2? + 62) ee 


se raméne de méme au type I par la substitution 


qui donne lintégrale 


KR (a2— g'2) j 
Sn i ee 
S ees 


| = rs ~ - ANTEGRALES ELLIPTIQUES. 281 
- Type lV. — Liintégrale j 
= ; . R (x? Y 
- S08 een Viat— a) (a BF) +- 5?) 
pouvant séerite =~ a ; ener S 
=. 5 =¢ ie ee 
“3438 So Sao 
si : ; 
7 f 
aa aes Sak a I : : 
5 est du type III si lon y considére 7 comme la variable. On la 
__ raménera done au type I par la substitution _ 
= PN etias wee AS ] 
cape wre 
ae . —* r 
; - SOME 
Type ox Read Vintégrale . we 
; ST R(x phot ~ ; - 
ms = : aa Cae AEG Z bo? ‘ ; at 
* : | 2 2 2 —,- 
ats eee - V(@ + a?) (22+ 6?) Rees 
a at ee ey : ai 
“Se raméne également z au type a4 ar la substitution Piva mai 
gy 2 ype p ay 
oa ie * ay 
eae 2 2+ at= x, , 
oa qui la transforme pe ck aa tk Sea w cet aan 


fetter see fess 


. ; : ek, 
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C, m,n, yp, 7 étant réels, et, de plus, on peut toujours sup- 
poser m->4u, sinon la transformation #-+-m—= 2, suffirait a 
p+ qt 


FE eer 


réaliser le résultat cherché. Faisons a2 = > é étant la nou- 


velle variable, p et g deux constantes. En substituant dans y et 
réduisant au méme dénominateur, nous aurons sous le radical le 
produit de deux trinomes en ¢. Déterminons p et q de fagon que 
ces trinomes ne contiennent pas de termes du premier degré ent 
nous aurons les deux équations 


PE Hm pg) +n =0, 
U1 z 
sae PY SEAR eG SG 


qui donnent 
lti—y uy) — 7 p- 


+ => Dg = 
heel Fat be pag. 70 
le dénominateur p.— m n’étant pas nul, en vertu de notre hypo- 
thése. 

Les quantités p et qg sont done racines d’une équation du second 
degré ; pour qu’elles soient réelles, il faut et il suffit que la quan- 
Lité ys 

A=(n—)?—4(u— m) (my — nj)? 


soit positive. Nous allons vérifier que, si le polynome du quatriéme 
degré en x n’est décomposable que d’une facon en facteurs réels du 
second degré, A est positif; et que, si cette décomposition est pos- 
sible de plusieurs fagons, on peut toujours la faire de telle maniére 
que A soit positif. En effet, appelons a, 6, c, d les quatre racines 
de ce polynome, a et © étant les racines de 7?-++2ma +n, ¢ etd 
celles de x? 4-2 nx7—--y. Ona ; I 


2M = —(a+ b4, WW Ab, We eo ae Oa), Vv ==-Cd. 


Substituant dans A, on trouve 
=(a—c)(a—d)(b—c)(b— d). 


Sia, b,c, d sont imaginaires, a et b sont conjugués, c et d AUSSL5 
A est eee : | 
Siaeth sont réels, c et d imaginaires conjugués, A est positif. — 
Si les quatre racines sont réelles, on peut décomposer le poly-— 
nome du quatriéme degré en a de trois fagons différentes en deux 
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facteurs réels du second degré : supposons qu’on ait fait la décom- 
$ PI I 
position de fagon que a > b>c>d; alors A est positif. 
Ainsi, dans tous les cas, aprés Vintroduction de la nouvelle 


variable ¢, prend la forme 


A(@+¢)(C0@+ 8) , ‘ ; 
y= ni EE : (MX, 2, — étant réels); 


(ie t)3 
[82 ae 
ev Me 


S (2 a 
I+t 
VA(t2+ a) (22+ 8) 


On la raméneéra a la forme canonique de Legendre par une des 


et Vintégrale 


deyient 


dt. 


(q—P) 


transformations indiquées dans le numéro précédent. 


Remarque. — Si lon considére z comme Vabscisse d’un point 
sur une droite, la détermination des valeurs de p et ¢ revient a la 
recherche des abscisses des points qui divisent harmoniquement 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 


deux trinomes 
Pome + nh, . Bee y. 


166. Cas ot le polynome sous le radical est du troisiéme degré. 
— Sil’on a une intégrale elliptique 


f S(.x) da 
Mi 


avec 
yi van? 3622+ 3¢ex Ba 


on peut encore, par une substitution réelle, ramener cette intégrale 
ala forme canonique de Legendre. Le polynome sous le radical 


ayant toujours une racine réelle a, il suffit de faire 


n—o= t?,' 


pour étre ramené a une intégrale dans laquelle figure la racine 
carrée d'un polynome bicarr éen t. 

Mais, dans ce cas, il est plus simple d’employer a Hote 
normale de Weierstrass, comme on le yerra dans le Chapitre 
suivant. , 


SF 


CHAPITRE VIII. 


REDUCTION A LA FORME NORMALE DE WEIERSTRASS. INVERSION. 


J. — LE POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU TROISIEME DEGRE. 
167. Réduction 4a la forme normale. — Soit a calculer Vinté- 
R(x) dx eee oes : 
grale (2, ou X est un polynome du troisiéme degré : 
.2 x re 
X=av+ 3622+ 3cxa+d (a0). 
Si nous effectuons dans X la substitution 
Caz MS +E TN, 


nous pourrons disposer des constantes m et n de fagon que le 
polynome Z transformé de X soit de la forme 


aes ke Pa 
L = 42 — g93— 83, 


g» et g; désignant des coefficients constants. On reconnait immé- 
diatement qu'il suffit de poser 


b 
+ pe 
a 
et 
Ans 


L’intégrale proposée se transforme alors en une intégrale telle 


que 
fm 5(2) dz 
3 


S(s) désignant une fonction rationnelle de z. On dit qu'une 
intégrale de cette forme est de la forme canonique de 
Weierstrass. 

Si l’on pose ensuite 


* iby dz 
(a. pepe vane ee ee Sy) 
2 V4z— g25— 83 
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on en tire, en faisant l’inversion, 
“3 = p(U; 82) 83), 


et Pintégrale elliptique I devient 


[= [8 (pu) du, 


S(p w) étant une. fonction rationnelle de pu. On calculera celte 
intégrale par la méthode de décomposition en éléments simples, 
comme on l’a expliqué au n° 50. 

Les périodes de la fonction pu se calculent d’aprés les formules 


des Chapitres UT ou VI. 


168. Inversion de Vintégrale elliptique lorsque les invariants 
sont réels. — Nous avons vu, dés le début de cet Ouvrage, que, si 
Yon construit la fonction pu avec deux périodes arbitraires 20, 
et 2w' de rapport imaginaire, cette fonction z= pw vérifie une 
-équation de la forme 


dz\2 . 
(1) (F) = 423— 823 — 83, 


£2 te gy étant des constantes définies en fonction des. périodes par 
certaines séries. Inversement, étant donnée une équation de cette 
forme ott 2» et gs ont des valeurs déterminées choisies arbitraire- 
ment, peut-on construire une fonction p(W; £2, $3) vérifiant cette 
Peiscont Nous avons annoncé (n° 34) que la réponse est affirma- 
tive; nous allons le montrer actuellement dans l’hypothése oti les — 
invariants g» et g3 sont réels (et ot le discriminant 93 — 2783 
n’est pas i Nous verrons que, dans ce cas, on peul a paler une 
paire de périodes primitives de pu et nous vérifierons que la 
fonction pw, constr ute avec ces périodes, satisfait bien al’ "équa- 
tion (1). 


Premier cas: Discriminant positif. — Supposons que, dans ° 
Péquauon Pete” 
; 2 dz\? ; 
(1) uy (35) a Aer ease. 


ge et 23 Sor réels et que le discriminant du ‘second membre 
A= gi—27¢ 3 soit positif, bes racines @,, @2, €3 sont réelles, 
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Déterminons les valeurs et w/ par les égalités 


+2 
aye: dz 
(EO) o = ) 
4 23 = 
J, ~ Vat ik 8s 
oh 
KS W ms dz 
(io) = = ’ 
BAMA E Sead y Paes 


! 
ow — p me 
de sorte que w et = sont des quantités réelles et positives, et 
t 


construisons la fonction pu qui admet pour périodes primitives 
2W, 20’. 


Cette fonction pw satisfait 4 une équauion différentielle 


dz \2 
(Fz) food 4 Z> — Go =< G3, 


dans laquelle Gy, et G; ont des valeurs réelles rendant le diseri- 
minant G} — 27G; positif. Il s’agit de démontrer que l’on a 


Pour cela, rappelons que les demi-périodes w et w’ de la fonction 
’ I JX I 

pu peuvent se déduire des coefficients de Péquation différentielle 

vérifiée par cette fonction au moyen des égalités 


“ cai dz 
of ht Ga FI Gas ems 


wy" 
ote Vist Gyre Cy aae 


en désignant par E, is pine grande et par E; la plus petite des 


racines du ponneme 423 — Gee — G;. En comparant ces expres 
sions de w et de © aux intégrales (2) et (3) qui ont servi de défi- 


nition a ces ene on est conduit aux égalités: 


tie “Lat dz 
ey cs a V4 —G,c— Gy 


+ 2 
a a dz 
ViF— math mete V 423— Gos+ Gu 


—@s 


Mais, d’aprés le raisonnement fait aux n° 139 et 153, les égalités’ 
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précédentes exigent que l’on ait 
2 C1, Ks = Co, EK; = é3 
et, par suite, 


Gy= 82, G3 = &3.- 


Done Péquation différentielle donnée est vérifiée par la fone- 
ww! 


tion pu qui admet pour périodes primitives 2 et 2’, @ el > se 


déduisant des coefficients de léquation donnée a V’aide des inté- 


erales (2) et (3). 


Devuxirmwe cas: Discriminant négatif. — Etant donnée Péqua- 
tion différentielle 
2 
dz A aes fe ere < 
du ty ee : 


nous allons construire une fonction pu vérifiant cette équation 


différentielle? 
Soient ec, la racine réelle, ¢,, e3 les deux racines imaginaires 


conjuguées de 423 — g23 — $3 = 0; posoms na 


+ 0 
dz 
WW. = ’ 
Eero ay 
es V4 824 83 $ 
4 wy pee dz 
5 ’ 
u a, V4? — 824 + 83 
puls 
W2— Wo W2 + w', 
ON O35 ? 
2 2 


- et construisons la fonction pu qui admet pour périodes primitives 
204, 203. : 
Cette fonction pu satisfait 4 uné équation différentielle 


dz\? 
(=) = 453 — G,z— G3; 


x 


les périodes 2,, 203 étant imaginaires conjuguées, on sait que Gy 
‘et G; sont réels et que le polynome 42° — G.z — G; admet une 


288 CHAPITRE VIII. 


seule racine réelle : soient E, la racine réelle, E,, E; les racines 
imaginaires conjuguées de ce polynome; de plus, ona 


[) Wee dz 
@2 = 
E, ei Ce Ge 


os dz 
5, ¥42°— Giz+G; 
Il s’agit de démontrer que Gz et G3 sont égaux respectivement 
a Mo el 2. 
D’aprés ce qui précéde, on doit avoir 
! 


oe dz 


dz 
J., V(%—e1) (4 — es) (3— es) ae ee At K,)(z— E,)(s— Es) 


el 


+ 90. 


dz dz 
, V(e+ e1) (B+ eg) ce eee . me: + E,)(z = By) (3+ Ba) 


Mais nous avons vu (n° 154) que ces égalités ne peuvent avoir lieu 
que si E,, E,, Es sont égaux respectivement a ey, é,, 3, et, par 
suite; sil’ona 

Go= 82, G3= sk 


Done la fonction pu que nous avons construite avec les périodes 
2 4, 2W 3 salisfait a l’équation différentielle donnée. 


II — Le POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU QUATRIEME DEGRE. 
PREMIER MODE DE REDUCTION OU L’ON NE SE PREOCCUPE PAS DE LA REALITE. 


On a déja donné n° 164 une méthode pour faire inversion de— 


Vinégrale [ en se servant des fonctions de Jacobi. Mais,” 
Bre 


pour appliquer cette méthode dans le cas général, il faut décom- 
poser F(z) en un produit de deux facteurs du second degré, ce qui 
conduit a résoudre une équation du troisiéme degré (n° 165). Tl y 
a intérét a éviter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly- 
nome du quatriéme degré F(z) n’a pas ses coefficients numériques 
el content des constantes arbitraires, comme cela se présente 
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souvent dans les problémes de Mécanique. Cette difficulté se trouve 
écartée quand on fait Vinyersion en se servant des fonctions de 
Weierstrass. 


169. Cas particulier. — Parmi les formes diverses que peut 
prendre la formule d’addition‘de la fonction pw, nous avons obtenu 
la suivante (n° 45) : 


) gee pp 
pu—plu+r)=— > (Eee). 
pu—pe 


Posons done 
i pu—p'e 
I pu pr 


(1) As 


el regardons ¢ comme une constante et ¢ comme une fonction de Ube 
cette fonction vérifiera léquation différentielle 


(=) =[pu—p(u+e)). 


Nous allons exprimer le second membre en fonction de ¢ et véri- 
fier quil est un polynome du quatriéme degré en t. 

Dans tout ce qui. suit nous rendrons les résultats plus faciles 
a retenir en employant une représentation géométrique. 

Considérons la cubique 


72 = 4 — §2.xr — 83, - 
décrite par le point de coordonnées a 
= pu, GA) ee 


cubique étudiée aux n° 60 et suivants et 154. Coupons cette courbe 
par une sécante passant par un point fixe P de paramétre ¢ et un 
point variable de paramétre w; le coefficient angulaire de la sécante 
est 
= Pee Py =P = 21, 
Pp u DD Pp 


et le troisiéme point dintersection a pour paramétre — (u-+ ey) 
(n° 62). Nous avons obtenu dans le n° 62 des formules qu’on peut 


- écrire, en y remplacant a@ par 2¢ 
a ? r > ? 


[pu—pe]+[p(u++)— pe] = @—3pe, 
[pu—pe][p(u+e)—pye] = ~ (p's —2¢p'e); 
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ces identités montrent que pu—pe et p(u+er)— pe sont 
racines d’une équation du second degré ayant pour coefficients des 
polynomes en ¢. En élevant la premiére au carré et en en retran- 
chant le quadruple de la seconde, on a 


[pu—p(ute))P2=(2— 3pe)?— 2(p"e — atp’e), 


et Péquation différentielle que vérifie ¢ peut s’écrire 


en posant 
f(t) = (t?—3pe)?— 2(p"» —atp’e). 

Les racines de ce polynome f(£) sont les moitiés des coefficients 
angulaires des tangentes menées du point P a Ja cubique; en effet, 
si é devient égal a une de ces racines, on a pu = p(u+e), et la 
sécante de coefficient angulaire 2¢ coupe la cubique en deux points 
confondus. 

En résumé, si ¢ est défini en fonction de u par l’équation 


¢ peut s’exprimer en fonction uniforrhe doublement périodique 


de wv par la formule (1) et il en est de méme de V/f(¢), qui est 


i dt 
égale a. 


probléme de Vinversion pour le polynome f(t). Ce polynome du 


On exprime ce résultat en disant qu’on a résolu le 


quatriéme degré en ¢ne renferme pas de terme en ¢* et contient 
trois constantes arbitraires, qui sont l’argument ¢ et les deux mya- 
riants gy et gy de la fonction p. 

Beas Aleat voir que, si le polynome sous le radical est un poly- 
nome du quatriéme degré quelconque, on peut toujours, aprés en 
avoir fait disparaitre le terme en ¢, Videntifier avec f(t), et, cela, 
par des opérations rationnelles. Le cas particulier que nous 
venons de traiter nous donnera done la solution du probleme 
de l’inversion pour un polynome du quatriéme degré. quelconque. 


\ , 
4170. Le cas général ramené au cas particulier précédent. — Soit 
un polynome donné du quatriéme degré ~ 
j 2 : 
(2) = + 6a,0?+ fast +a,, 
¥ 
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débarrassé du terme en ¢3. En Videntifiant avec le polynome /(¢) du 
numéro précédent, on trouve, en vertu de 2 p’y = 12 p?e — g», 


fleet Be ¥) pe = 4s, S27 Spe = %, 


La derniére de ces égalités peut étre remplacée par la suivante : 


229 
82 Sy Jas, 


et on voit que les trois constantes pe, p'v et g2 se trouvent déter- 
minées. La valeur de gy peut se déduire de ’équation 


p?e = 4p3e— SepeP — g33 
elle est égale a 
53> oy Ay, — a2 — er. 


On a done, pour identifier les deux polynomes, les relations 

concordantes 
82= % + 323, $3 nt, — 42 — of, 
pe =—%, p! == "a9. 

Ces relations définissent les deux invariants g» et gz et Vargu- 
ment constant ~. — 

Si le polynome donné est un polynome F(z) renfermant un 
terme du troisiéme degré : 


B(s) = aos'+ 4a, 3+ Cay 3?+ 4a35 + th, 


on fera disparaitre le second terme en posant 


on a alors 
F(z) = Qy( th + 6a9t2+- fagt+ a,) = a)9(¢), 


dp dx — a? “d3a2 —3a)a,a,+ 2a3 
1 it) 1 
Co ne NESE os ie Sa grea Pe ea Para 
ae as 
a,a3 — 4A, 3+ 6 ay a. a? —> sas 


. P 
; ay 


On trouve enfin, pour g» et 3, les expressions suivantes : 
S2.= 44323 SS 


pest 2 py ae 
Ga Coty 45 Seo) == 
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en posant 


) = Ay a, — 4, Ag+ ayeie. 
T= Ap A, A, + 2A, a,a3— a3 — anak — az ay. a 
Remarque. — S et T sont les invariants du polynome 
oe 


ays*+ 4a,;534+ 6a,452+ 4a35 + Aa; 


Si Pon calcule les valeurs particuliéres de S et de T pour le 


polynome 
f(t)=t'— 62 pes 4tp'e + s2.—3p’e, 


on trouve £2 et g 

On aoaaeee ane immédiatement Fe relalions donnant £2 
el g3 en égalant les valeurs des invariants des deux polynomes que 
Von veut identifier. 

Les expressions de pe et de p'y en fonction de ay, ay, dz, 43, A, 
sobtiennent de méme en remplacant a, #3, a, par leurs valeurs ; 
on peut alors énoncer la régle suivante : 


171. Régle. — Soit F(s) un polynome du quatriéme degré 
quelconque 


F(z) = aya*+ 4a, 33 + 6a, 52+ 4a35+a,, 


et soient S et T les fonctions suivantes des coefficients de ce poly- 
nome : : 
S = aya, — 4a,a3+ 343, 


T = ay ana, + 24, A,a3;— a3 — ana? — ajay. 


Si’on’prend les fonctions elliptiques ayant pour invariants 
pies S af T 
25> aR ? * §£3>= aa ? 


et un argument constant ¢ défini par les égalités 


Perea fet ere, nt aa 
= +_— ee 
a9 ay 


et si l’on pose. ; 
Bye. pu—p' eS 
iy. a pL pew 
ona es 
VF(z) = Vao[pu—p(u+ 9)], 


i . 


» 
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puis 
I dz ately: dz 
—— du = pe ’ SS = lars 
Vay VF (2) Vado V F(z) 
ce qui donne la solution du probléme de l’inversion pour le poly- 
nome du quatriéme degré F(z). 
A-un point de vue géométrique, ces formules peuvent aussi 


s’interpréter comme 11 suit : 
Si on considére la courbe du quatriéme ordre 


ZL = F(z), 


les coordonnées Z et < d’un point de cette courbe peuvent s’ex- 
primer en fonctions uniformes du paramétre w par les formules 


a  tpu—p'e 
a 2 pu—pe 


Z=Va[pu—p(u+p)]. 


“ 


Ill. — INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT POSITIF. 


172. Expression elliptique des racines d’un polynome du qua- 
triéme degré, — D’aprés ce qui précéde, étant donné un polynome 
du quatriéme degré 


F(z) = ay %*+ 4 a,33+ 64),4°+ 4435+ ay, 
si on pose ‘ 
Geir pu—p'e : 
a 2 pu—pe 
les invariants des fonctions elliptiques et l’argument constant ¢ 
étant convenablement choisis, le polynome F(z) prend la forme 


F(z) =a)[pu—p(u-+t ¢)]?. 


Cette forme permet de trouver simplement les valeurs de l’argu- 
ment w qui correspondent aux racines de I*(z). Pour Vune de ces 
valeurs, on doit avoir — 

pu—p(u+v)=o, 
ou bien é 
ute=tu+2mw+an’, 


—_ 


- m et n étant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
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signe +, puisque ¢ n’est pas un multiple des périodes. En prenant 
le signe —, on trouve 

s 


u=—-+mu-+nw, 


et il suffit de considérer les quatre valeurs suivantes de u 


9 ? v ; ° 
lig = ——"=5 CS att t= = a A, Ug =— = -- ws 
2 2 2 : 3 


173. Discussion relative ala réalité des racines. Cas ou le dis- 
criminant est positif. — Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F(z) sont réels, de sorte que, lorsqu’on fait 
Vinversion, 4 et gs sont réels. De plus, nous nous limitons pour 


le moment au cas ott le discriminant est positf. La courbe 
r= pu; een ee 


se compose d’un oyale et d’une branche infinie. Les valeurs 
de pe et p’e étant réelles, » est le paramétre d’un point réel de 
la courbe. L’une des périodes w est réelle, Pautre w’ purement 
imaginaire. 

Les arguments Wy, U1, Us, U3 sont les paramétres des points de 
contact des tangentes menées a la cubique x = pu, y= pu par 
le point de paramétre ¢; les valeurs correspondantes de 

1 pu—p'e 
2 pu—pe 


sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et l’on 


voit, en se reportant a l’expression de z en fonction de wu, que le 


nombre des racines réelles de F(z) est égal au nombre des tan- 
gentes réelles qu’on peut mener a la cubique par le point de para- 
métre ¢. 

Nous avons yu (n° 65) que les quatre tangentes sont ou toutes 
réelles, ou toutes imaginaires suivant que le point ¢ appartient a 
da branche infinie ou a Vovale, c’est-a-dire (n° 65) suivant qu’on a 
ala fois , 

pe>o, p'e>o, 


ou que l'une au moins de ces inégalités n’est pas vérifiée. 
D’aprés la valeur de pe en fonction des coefficients du poly- 
nome, on peut énoncer ce résultat ainsi : 
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Dans le cas du discriminant positif, le polynome i (s) a ses 


quatre racines réelles, si Conad la fois 


at — Aa, > 0, 12(a? — Ana2)?— Sa3 >o. 


Silune de ces inégalités nest pas vérifice, le polynome a ses 


qd uatre ractnes imaginatres. 


Les quatre racines rangées par ordre de grandeur. — Dési- 


gnons par 


les valeurs de s et par 
fo, f, to, ts 


les valeurs de ¢ qui correspondent aux arguments 
Up, Ulr, Ug, . U3. 


Dans le cas ott les quatre racines sont réelles, les quatre valeurs 


Fig. 9 bis. 


de z sont rangées dans le méme ordre que les valeurs correspon- 


dantes de t. 
Or.on peut voir sur la figure (fig. 9 bis) dans quel ordre sont 
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rangés les coefficients angulaires des quatre tangentes menées du 
point P de paramétre », en remarquant que chacune de ces tan- 
gentes n’a d’autre point surla courbe que le point P et son point 
de contact. En supposant 


ome? aw, 


on voit (fig. 5 bis) que les valeurs de ¢ sont rangées dans l’ordre 
suivant: 

QS tg > kh, 
et, par suite, ona 


174. Inversion en quantités réelles. — Supposons que l’on ait 
fait Vinversion de l’intégrale 


Sams’ 


par la méthode des n* 170 et 174. Cherchons quelles valeurs de wu 
Von doit prendre pour que z et \/F(z) soient réels tous les deux. 
pre I q 


1° Cas ou les quatre racines sont imaginaires. — Alors I (z) 
est toujours du_signe de ao. Si done ay est négatif, F(z) n’est 
jamais réel en méme temps que z. Si a est positf, il suffit que s 
soit réel pour que V/F (z) le soit, c’est-a-dire que 

pe pu—p'e 
2 pu—pes ‘ 
soit réel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le 
point P, de paramétre 9, appartient a l’ovale. Si nous menons par 
ce point P une sécante de coefficient angulaire 2¢, cette sécante 
rencontre toujours, quel que soit ¢, la courbe en un autre point 


appartenant a l’ovale et en un point appartenant a la branche | 


infinie. En d’autres termes, a une valeur réelle de ¢ correspondent 
pour uw une yaleur réelle et une valeur de la forme a+’, @ étant 
réel. 


Ainsi, quand les quatre racines sont imaginaires, il ny a 
de solution que st dy est positif; on doit prendre alors u réel 
ou u—w’ réel. 


a. 


. 
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2° Cas ou les quatre racines sont réelles. — Le point de 
paramétre ¢ est alors sur la branche infinie de la eubiqque, comme 
dans la figure 5 bis. 


L’argument ¢ peut alors étre supposé réel et compris entre ) 


et w (n° 65). 
Nous ferons la discussion en supposant 


omv<w, 
ce qui est d’accord avec la figure, et nous écrirons 
F(z) = ao(4 — 30) (4 — 33) (4 — 32) (4 — 41), 


les racines se succédant dans le produit suivant l’ordre de grandeur 
décroissante. 

Soit d’abord ay >o. Comme = est supposé réel, pour que 
VF(z) le soit, il faut que s vérifie lune des inégalités suivantes : 


35> 40, 53> 3 > 32, LVS ie 
ou bien que ¢ vérifie Vune des suivantes : 
t> bo, t3 > t> fa, Sc 


Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P une sécante de coefficient angulaire ¢ et sil’ona- 


ta Co ou Eh, 


les deux points variables d’intersection appartiennent a la branche 
infinie: les valeurs correspondantes de wu sont réelles. Si lon a 


b3 abi ta; 


les deux points variables d’intersection appartiennent a Vovale et, 

pour chacun d’eux, u— w! est réel. Ainst, quand ay est positif, 

on doit prendre u réel ou bien u — w! réel. 
Soit maintenant a) < 0, on doit avoir 


fos tS igi a Ou (th > E> ts. 


ue ? 
Si Vune ou l’autre. de ces inégalités est vérifiée, la sécante 


 menée par P et dontle coefficient angulaire est 2¢ ne rencontre plus 
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la courbe, les abscisses des deux points variables d’intersection 
pu, p(u+e) 


doivent élre imaginaires conjuguées. Or, si nous posons u=a-+- bt, 
a et b étant réels, la formule d’addition montre que p(a + br) 
et p(a — b2) sont imaginaires conjugués; il faut done que Pon ait 


p(e+a+t bt) =p(a— dt) 
ou bien 
g+atbiz=tt{a—bi)+2mwH+2no', 


m et n étant des nombres entiers. On ne peut pas prendre le 
signe +, car, en égalant les parties réelles, on trouverait 


p=2mw, 


ce qui n’a pas lieu; on doit done prendre le signe — et lon a, par” 
suite, 
+ 24=A2MwHW + Ano ; 

n doit étre nul, puisque ¢ et a sont supposés réels, et Pégalité 
peut s’écrire 

v 

a=——-+mo, 

Dr 

ot il suffit de considérer pour m les valeurs 0 et 1. 
Nous trouvons donc, comme condition nécessaire, que u doit 

étre de une des formes suivantes : 


? 1 v : 
uw=——+ ib, u=—-+o+ib, 
2 2 


b étant réel. Nous allons vérifier que cette condition est suffisante. 
On voit d’abord que, si ualune des formes précédentes, ¢ est. 

réel. En effet, d’aprés Vinterprétation. géométrique de ¢, on a 

comme demi-coefficient angulaire de la sécante 

1pu—p'uy 

2 pu—puy 


— uy =—(u+P). 
Si 
ra) : 
u=—-—-+1b, 
2 


pinta eet 
ma (5+) =—- —tb; 
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u el UW, sont imaginaires conjugués; il en est de méme de pu et 


de pu;, puis de p'u et de p'u,: done ¢ est réel. Si 


“ws=— —~+o+1b, 
. 2 
? — 
OR G +o ib) x 
r 2 
v : 
Ujpt20=— —+w—ib, 
2 


Done pu et pu, Vune part, p'u et pu, dautre part, sont ima- 
ginaires conjugués, ¢ est encore réel. Dans les deux cas, la sécante 
de coefficient angulaire 2t, menée par P, rencontre la cubique en 
deux points imaginaires. Il faut done que Von ait 


to> Cet ou tone > ths 


Done enfin, pour une valeur de u de Pune des deux formes consi- 
dérées, z et F(z) sont réels tous les deux. 


Vm 


Ainsi, dans le cas ou les quatre racines sont réelles et ot ao 


, “7 . v . v 
est négatif, on doit prendre w+ ~ot bien u-+- > —w pure- 
= ; 2 2 


/ ment tmagtinaire. 


La démonstration a été faite en supposant 0 <r <w. Le résultat 
est encore vrai si » est compris entre 0 el — ©. 

175. Résumé. — Le discriminant étant positif, si lon veut que 
=z et /F(z) soient réels tous les deux, il faudra choisir la forme de 
Vargument w par la régle suivante : 


1° Les quatre racines de F(z) sont imaginatres. — Si do est 
positif, on doit prendre w réel ou bien u —w’ réel; si a est né- 
eatif, il n’y a pas de solution. 
2° Les quatre racines de F(s) sont ré 
sitif, on doit prendre wu réel ou bien u — w’ réel. Si a est négatif, 


elles. —= Si @ est:po- 


4 ” A : v 2 oa ga 
on doit prendre w= 5 ou bien u Se purement imaginaire, 


Ces cas 1° et 2° sont les seuls qui peuvent se présenter quand le 
__* discriminant est positif. 


‘ 
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IV. — INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT NEGATIP. 


176. Racines de F(z). — Soit, comme précédemment, le poly- 
nome du quatriéme degré a coefficients réels 


F(z) = ajs'*+ 4a, 23+ 6a,5°+ 4a3;33+ A,, 
0 pay 


Les quantités gy et g3 étant calculées comme plus haut en fonction 
des coefficients de ce polynome, nous supposons maintenant le 
org ee bs Ps 3 epee re seid 
discriminant g} — 27g: négatif. 
Nous désignerons, comme au n° 144, par w, et ws un couple de 
to) y) ’ 
4 yee ‘ : Lok tre ; 2 
périodes primitives de la fonction p, périodes que l’on peut sup 
poser actuellement imaginaires conjuguées 


20); = W2— 5, 203 = W2+ W5, 


w, désignant une quantité réelle et w) une quantité purement 
imaginaire. 
On voit immédiatement, comme au n° 172, que, si l'on pose 


? if 
ay Ipu—py 
pee ay 
ay. = 22, Pu — pe 


Jes invariants de la fonction p et !argument constant  étant con- 
venablement choisis, les racines du polynome F(z) correspondent 
aux arguments + 


) 


yp : x 5 é p 
uo =— —9 hy SS DY Us = —— SH 0 + 3 U3 == = — 73: 
2 2 : 2 rs eee 


Nous supposons que les coefficients de F(z) sont réels; alors 
les quantités qui ont servi 4 définir pe et pv sont réelles, et Yon 
peut toujours supposer (n° 148) ¢ réel et compris entre — ow, 
el Wy. , ; 

On voit donc gue F(z) a deux racines réelles correspondant 
aux arguments 


Pp p 
Uy =— 7) Ug =— - + Oe, 
2 > 2 


et deux racines imaginaires conjuguées correspondant aux argu-— 


ments 


— P+ 0,— Ww —P+W.+ 4 
uy = ———— » uu; = ————— 
2 2 4 
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Si ’on considére la courbe 
Bee pu, yr phi, 


précédemment étudiée (n° 154), on sait que cette courbe n’a pas 
de points réels en dehors. de la branche infinie représentée sur la 
figure 31. Le point P de paramétre » est un point de cette branche. 

Par ce point on. peut mener a la courbe deux tangentes réelles. 
Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont les valeurs 


” 


TI £2 


» que prend le rapport 
} 1pu—p'? 
= 5 
2, p uw— Pp P 


pour U = Uy CL U= Ua, valeurs que nous désignerons par fo et 2. 
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons 


oe 0<e < Oe; 
; 3 ; 

i. on voit alors sur la figure 31 que lon a 
* ae tyits ic 
i, 5 

—— et Pon en conclut 


By > 52. 


177. Inversion en quantités réelles. — Cherchons quelles va~ 
leurs de w il faut prendre pour que = ety F(z) soient réels tous 


les deux. Comme on a : 


F(z) = (z= 40):(4— 52) (4— 41) (3 — 43), 
et que 5, et 33 sont imaginaires conjugués, il suffit, si z est déja 
__réel, que l’on ait : 
Bs ao(3— 3) (5 — 22) > 0. 
1° Supposons d’abord que ay est positif : il faut que s yérifie 
Lune des inégalités ‘ 5 


Bi % B >So ou &< Se 


et par suite que ¢ vérifie Tune des inégalités 
59 are . uses ineee Cat = Bes 
a Caste oh wees 
menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
4 24, rencontre alors la courbe en deux points réels, 
Se ee hes . 
a te r ; 


une sécante, 


5 ae 4 - 
- , = - 
. oe. , -y im: 
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Done. si ay est postttf, on doit prendre u réel., 


2° Supposons maintenant que da est négatit; ¢ doit vérifier la 
double inégalité 


lst < by; 


la sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal 
a 2, ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points ya- 
riables d’intersection 

pu, plw+e) 


doivent étre imaginaires conjuguées. C'est cette condition qui, 
dans le cas actuel, va nous déterminer la forme de uw. 

Posons u=a-+ bi; aet b étant réels, p(a + 62) et p(a — bi) 
sont des quantités imaginaires conjuguées : on le vérifie a Vaide de 
la formule d’addition. On doit done avoir 

p(e+a+ bi) =p(a— bi) 
et, par suite, 


e+ a+ bb == (a— bi) + 2mo,+2n03. 


Prenons d’abord le signe —; Pégalité devient 


24 P= 2MW, + 2AN os 


= M(%2— 5) + n(w,+ 5). 


Comme a et ¢ sont réels, on doit avoir n — m, et Pégalité résolue 
par rapport a a@ devient 


a 


eo 
a =—=-— + MO); 
9 ? 


: > : ° 
al suffit de donner a m les valeurs o et 1. Pour itso 5 est 


purement imaginaire. Pour m= 1, u@-+- Zz est égal aune quantile 


purement imaginaire augmentée de ws. Mais ce cas rentre dans le 
précédent si l’on remarque que (n° 447) 


P(m2+ u) = p(w,+ u). 


Réciproquement il est facile de vérifier que, pour un argument u 
de la forme 
p , 
u=—- + 1b, 


: 2 
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ou 6 désigne un nombre réel, ¢ est réel et compris entre ty et fy. 
En effet, puisque 2¢ est le coefficient angulaire de la sécante allant 
du point P dont le paramétre est ¢ au point dont le parameétre est wv, 


‘ona 
Wp ep Uy 
CS cai a ea! Mal uy=— (uU+ Pe). 
2 pu—py 
Si l’on prend 
° : 
u=—— +16, 
2 
ona 
° ae e : 
i == fe +ib)=—-—-~1b, 
WD, 2 


et Pon voit que pu et pu, Vune part, piu et pu, dautre part, 
sont des quantités imaginaires conjuguées. Donc ¢ est réel. De 
plus, la sécante menée par P et de coefficient angulaire 2¢, rencon- 


-trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des 


quantités imaginaires, ¢ est nécessairement compris entre ly et eg. 
Done a une valeur de wu de la forme considérée correspondent des 
valeurs réelles de z et de F(z). id 

Nous avons choisi le signe — dans Végalité exprimant que pu 
et p(w + £) sont imaginaires conjuguées. En choisissant le signe —- 
dans la méme égalité, on serait conduit a des arguments pour les- 
quels pu et p(u+¢) seraient bien encore des quantités imagi- 
naires conjuguées, mais ne rendant pas réels s et y F(z). 


“ a 5 s . ? 
Ains vd st née -endre ae -ement 
i, quand ay est neg attf, il faut prendre u + 5 puremer 


imaginatre. 


\ 


178. Résumé. — Le discriminant étant négatif, F(s) a deur 
racines réelles et deux racines tmaginatres conjuguées; si Von 
veut que s et\/F (z) soient réels tous les deux, il faudra choisir la 
forme de l’argument wu par la régle suivante : 


~ Quand ay est positif, on doit prendre wu réel ; 
F . : 7) Aes 
Quand a, est négatif, on doit prendre w+ > purement ima- 
ginaire. 
Vv. — Meérnope DHeErRMITE. 


179. Méthode générale. — Hermite a donné le moyen de 
ramener a la forme canonique adoptée par Weierstrass une in- 


304 CHAPITRE VIIL 


: ° dx , aes OS aed 
tégrale f “* dans laquelle X désigne un polynome eénéral du 


quatriéme degré. Nous ne ferons qu'indiquer, a ttre d’exercice, 
cette méthode dont nous n’aurons pas a faire usage. Soient 


X = ane*+ 4a,23 + 642,422 + 4a3n4+ a, 


un polynonie et EH le hessien de ce polynome, 


H ="( ay dg — a7) w+ 2( Ap dg —- 1 Ag) 2? 


+ (Ay ay 24, 3 — 3.a5)a® + 2(a,a,— Az 03) +- Ay d,— 3. - 


Si Pon pose 


on aura 


Ue ec 
(x Jvse Sear 
S et T désignant les invariants du polynome x 


S = aa,— 4ayja3+ 343, 
T = a) a2%,+ 2 dp ag — a3 — Ay a3 — Ai Ay. 
e 
Pour s’en assurer, il suffit de substituer € dans Vintégrale du 
deuxiéme membre et d’admettre l’identité suivante, facile 4 vérifier 
quand le polynome X est bicarré, 


3 
wha ( Ey a rl eee 


en désignant par 4J le jacobien des polynomes X et H 


oH ox 
(J=XZ HS 


D’ailleurs, l’identité précédente, une fois établie pour un poly- 
nome X bicarré, s’étend aisément au cas d’un polynome général 
du quatriéme degré. 

Cas particulier. — Ainsi on vérifiera aisément_que l’on a 

de 


dx 2 
(maa "| eon (a 
ieee Looe 2 
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Peasant. ice me i+. ee oe, . 
ea ‘ ong Loe ae oe es ae : ‘ 
et thea eae 2 6ma*- 1 any : 
Cela résulte des identités = poh pial 


ae (mx) (H+ =x (+ mtx) Sine a RE es, 


Pon (gm—1)t 


PAI OH 5, 0X) gmt = 1 ~ . At 
Georges Behe cae le ee 


Fara? =r 1) (#2 in yp, 


CHAPITRE IX. 


APPLICATIONS DIVERSES TRAITEES AVEC LA NOTATION 
DE WEIERSTRASS. 


I. — CouRBE ELASTIQUE PLANE ET SANS= PRESSION. 


180. Mise en équations. — Nous avons déja traité cette quesuon 
au n° 430 a l'aide des fonctions de Jacobi; nous’‘allons la reprendre 
en nous seryant des fonctions de Weierstrass et nous en prépa- 
rerons l’application au cas du prisme droit chargé debout. On 
pourra, de cette fagon, comparer les deux systémes de notations 
en les appliquant aun méme exemple. 

L’équation qui donne la forme de la courbe élastique dans la 
position d’équilibre contraint et quia été obtenue au n° 130 peut 
s’écrire avec un changement de notation 


(1) 


- 


C désignant un coefficient positif et a la mesure d’une longueur 


que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liées a la con- 
stante ¢ employée au n° 130 par la relation 


CAN a 
a” @e 

On trouyera 4 la page suivante, un Tableau de formules que 
Von passera a une premiére lecture : ce Tableau donne le-résumé 
des formules établies dans ce paragraphe. 
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TABLEAU DE FORMULES. (Courbe élastique plane et sans pression.) 


I K. 
(1) eet ae? 
Ch ea Te eae d) ie 
Te mera ke = ging, 
2 
(2) ih zee gnonerea ny 
ds a 
dy\2 2 2 
° (syrar— (020) 
(4) Press Caer es 
: Cm Se piso eae. 
(5) (pu — e2)[p(u-+ 2) — es] = (€;— €2) (€3— 2), 
: mae is go Ponen s 
(6) A Pisa) kL P COLE Oe) eg = Fa 8 
2 2 dy\2 
(7) (se) —4(€,~e1)(€2—e3) =[p(u+m)—pup= a ($) , 
ee eye oe ary ty CON 
(8) (& = Gea C2 (<) 
(9) adu = Cids, 
d. 2 
(ro) et (11) 4 =X —3e,= put p(u+ on) — 2€2, 
(12) < = i[Cu+ (w+ 2) + 2We] + const,, 
(3) pe Oe Fa / 
(14) adt= (Cds, 
(15) Za i[s(S+u)—¢(2—a) |—200 
3 r We 
p (— — +it) 

(16) ini : 

s a 2, Wo ‘ 

p(— +i) —pes 
; " p’ = 

5 ee wee = ———- 

(17) 73 Fe i 
PS Pee 


481. Intégration par les fonctions elliptiques. — La relation (1) 
peut étre considérée comme une équation différentielle du second 
ordre de la courbe. Nous allons intégrer cette équation. En dési- 
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enant par s l’arc de la courbe compté a partir d’une origine fixe 
et par 4 angle de Ow avec la tangente supposée menée dans le 
sens qui correspond aux arcs croissants (/ig. 16, p. 203), ona 


dx dy 


De la premiére égalité Pon déduit, par différentiation, 


Cok ee sind d§ 
ds* = ds’ 
: j ; At) I + 
puis, en remplacant sin et — = - par leurs valeurs 
? S ds Q p} 


(2) Sea Ge eee D, 


D désignant une nouvelle constante, et portons l’expression ainsi 


dx : 
obtenue de — dans la relation 
‘¢ 


ls 
ay = _ (dz? 
ig aka 


il vient 


(3) 


182. Inversion. — En remarquant que le polynome du qua- 
triéme degré dont on veut faire Pinversion est bicarré, on est con- 
duit'a appliquer de la fagon suivante la méthode donnée au n°? 169. 

Posons, en adoptant les notations du Chapitre VI; § I, 


: DY, Ne san ae 
4) a- 2pu—es’ 
on sait que l’on a 3 
(3) (pu — eg) [p(u + w2) — e:] = (e,— €1) (e2— @3), 
(6) (pu—es)+[p(u+ 02) —e] = 25 —3e, 


et, par suite, d’aprés (66) (p. 54), 


a? 


72. 2 d 2 
(7) (4-34) yur €1)(€2—es) = [p(u+o2)—pu]}= a (Z) . 


4 
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Pour identifier le polynome du quatriéme degré qui forme le 
premier membre de cette égalité avec le second membre de l’éga- 
lité (3), nous mettrons cette égalité (3) sous la forme 


3 Pe ates Ae (ey \. 
(8) (4+) G2 = (SZ) 


et il nous suffira ensuite de poser 


C2 
D 9 
G =— 3 Cg = CC) — Co C3 — C2 
On voit que e, — e2 et €3 — ey sont les racines dune équation du 


second degré dont le discriminant est 
I 9 
a (D2=2). 


Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D2<1.On 
reconnailt aisément que cette inégalité doit étre vér ifiée si la courbe 
présente un point d’inflexion, comme cela a lieu pour le prisme 
droit chargé debout :en effet, pour que g puisse devenir infini, il 


a : : : dy : : 
faut que y puisse s’annuler sans que &Y devienne imaginaire; il 
ds 4 


faut done, d’aprés (8), que D?—1 soit négatif. Cette hypothése 
correspond au premier cas du n° 130: Alors es étant réel, e, et es; 
sont imaginaires conjugués; on peut prendre, comme périodes pri- 
mitives de la fonction pu, deux quantitéssimaginaires conjuguées : 
nous les désignons par , et ; et nous conseryons les notations 
du paragraphe I, Chapitre VI. 

Ayant ainsi identifié les premiers membres des égalités (7) 
et (8), nous ayons 

eee) 
: - a \ du ds 


et, par suite, _ 
(9) adu=Cids, 


en supposant convenablement choisi le sens dans lequel Pare s 


est compte. 
D 


re par Sa 


Dans l’égalité (2) remplagons ds par adu et 
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valeur —3e,, il vient 


(10) 2 Sea 


et, en tenant compte de la relation (6), 


tax 
(11) — —=pu+tp(u+ we) — 2é. 
; a du : 


On a immédiatement Pintégrale du second membre et l’on trouye 


: Cae: 
(Gey) qo léu tt ou + Wo) + 2e2 | + const. 


183. Nature de largument. — Voyons comment doit varier 


pour que y et (/ = (C ars soient tous les deux réels. 


La relation déja établie 
adu=Cids 


montre que w et du sont nécessairement imaginaires. Posons 


u=h-+ it, 


h et t désignant des quantités réelles, dont la seconde est variable. 
On a trouvé, en faisant Vinversion, 


2 2 2 
[— (c% +D) ae (F)'=- Cpu p(w on)h, 


a 
et il en résulte 
: : 


Ve (c% =e Des tC[p(h-+ tt) — p(me+h + it)]. 


Diaprés cela, p(wo+h-+- it) doit étre la quantité imaginaire 
conjuguée de*p(h +i); on doit done avoir 
Hon ee 
P( M+ h+it)= p(h—it) 


et, par suite, 
e+ h+ it =+(h—it)+2moi4+ anos, 


m ct n désignant des nombres entiers. Si l’on prenait le signe ++, 
A disparaitrait et ¢neé pourrait varier d’une maniére continue. En 
prenant le signe —, l’égalité devient 


2h +- 02= M(W,— wh) + n(wW2+ wh); 
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le premier membre étant réel, il faut que n =m et lon trouve 
alors 


Ws 
h=——+Mo). 
2, 


» * (oO 
Tl suffit de donner a m les valeurs o et 1. Pour. m= 0, u-+- = 


i . . . (p 
est purement imagimaire. Pour Wes El oe a n’est plus purement 


imaginaire; mais ce cas se ramene au précédent, a cause dela for- 
mule 
\ pluto.) = p(w+ }). 
En résumé, on aura donc a prendre pour w des valeurs de la 


forme 


(13) “u=—— +t, 


t étant une variable réelle. 
Remarquons tout de suite que Végalité 


a du = Gi ds 


devient 
(14) : Gab — Cds. 
184. Expressions de x et de y. — Remplacons u par sa ee 


en fonction de ¢ dans les relations (12) et (4); ~il'vient 


(15) 2 = i[e(2 +i) —2(S—w)| 208 


en supposant l’axe des y choisi de fagon que x|= 0 pour t= 0, 
puis’ 


(16) Js 


- Cette valeur de y peut s’écrire successivement en se servant des 
relations (65) et (64) du n° AA. ; 
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: 


A, vo désignant des constantes et ao étant la valeur que prend y 
| KOK NG) s === (0s 


185. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier ¢. — En 
lenant compte de la périodicité des fonctions de ¢ qui figurent 
dans les expressions de x et de y, cherchons dans quel interyalle 
il suffit de faire varier la variable-réelle ¢. 


20 : 
Quand on change t en ¢+ F34 y ne change pas, x augmente 
de la quantité constante 4h définie par Végalité 


h j ; 
(18) Gm Uta + e204) = U(43— 41+ e204), 


ou Vona posé 


m= Co, 13 = Gus. 


r 


20 


Oo) 
u 


Il suffit de faire varier t de fone tye » Si Von change ¢ en 


—&, y ne change pas, # change de signe. Donc si l’on faisait 


ws : 0 


f 
varier t de — aka = » labranche de courbe ainsi obtente serait 


/ 
> 
. 


symétrigue par rapport a Oy: il suffit de faire varier ¢ deoa 
J que | PI 9 


On peut encore restreindre cet intervalle; soient t, et ts deux 


/ . 
Oy 
aah 


valeurs de ¢ ayant pour demi-somme = 


solent 24, y, et Xo, 2 les coordonnées des points correspondants; 
ona ‘ 


. I . 
Jiry,=0, 5 (fit me) Hh, 


A étant la constante définie par légalité (18). Done, si l’on faisait 


F Bets eis - 
variertédeoa =? la branche de courbe ainsi obtenue aurait pour 


. \ . a) . . ‘s 
centre le point yo, x =/h: il suffit de faire varier £deoa “2. 


: 20 
Considérons les points de la courbe qui correspondent aux ya- 


: A aah asi 
leurs extrémes de cet intervalle (0, —)- Pour t¢=2, onay=o 
2t 20 
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d’aprés la formule (16) et ; 


x : h 
— = 1(Cw3— Cw, + wien) = — 
a (23 ig 2¢2) a 
d’aprés la formule (15). Ce point y = 0, = /h est le centre dont 
nous venons de constater l’existence. Ce point est en méme temps 


un point d’inflexion, comme cela résulte de la formule 


I C 

ej She te 

° a 

_Pour t=0, ona ro et y= yo. Cherchons la tangente au 


Mo 


point correspondant de la courbe. Faisons dans (4) u=— = sic re 


et dérivons par rapport a ¢ la relation obtenue; si Pon tient 
compte de la formule (66) du n° 45 (ot l'on aura fait ? = We), on 
obtiendra 


tb ad[o(B +) =1(2-¥)] 


‘A : OP) . 
de méme, en faisant dans (11) w= — a —7¢,, 0m aura 


a 


1 dx Ws Dee w y oe 
(20) ; a ae P= it) +p( B+ i) 20 = 4 —3e,. 


d dx 2 
On voit que, PpOUr 60; we estnul et — a est égal a 2 (po — pos) , 


quantité plus grande que zéro. Done la tangente est paralléle a Oz, 
c’est-a-dire a la direction de la force élastique ; de plus, comme Oy 
est un axe de symétrie, le point correspondant a t= On este Ul 
sommet. : 


486. Construction de la courbe. 


Supposons maintenant que ¢ 
ee 
nes or 12 P3 cL 
croit de o 4 —*. A cause de légalité 
ait DG daca. ds; 


§ ya constamment en croissant. L’égalité 


314 CHAPITRE IX. 


montre que y va sans cesse en décroissant; nous avons déja re- 
marqué que y part de y, pour arriyer a zéro; il en résulte que yo 

est positif et que la valeur absolue de y décroit-constamment. 
Pour voir comment varie xz, reportons-nous a l’égalité (20) qui 
donne la yaleur de = Puisque la valeur absolue de y va sans 
cesse en décroissant, il en est de méme de oe Pour t = 0, la va— 
da 


dt 


Ac ie ae ws me 
leur de — est positive; pour ¢= —, y étant nul, 
4 DANA e é 


ast égal 
dt € 5 


; : atc tah du = 3 eae 
a —3e,. Done si l’on a eg <0, 777 st constamment positive ; si 
z 


oy ax A A é f a 
Pon a és > 0, Fa décroit constamment depuis une valeur positive 
: 
jusqu’a une valeur négative et change une fois de signe dans lin- 
oy, = F z aa) 

tervalle (0, =). En faisant varier ¢ au dehors de cet imtervalle, 
on a des arcs de courbes se déduisant du précédent par symétrie 
par rapport 4 Oy et par rapport a des centres situés sur Ox ayant 
pour-abseisses = fi, S23 yigay it ee 


. iy" 99 u t 
Fig. 32. Vig. 33. Fig. 34 
1 \ 
ee! \ 
é 
Fs 
a 
wey ay 
az 


Nous pouyons maintenant reconnaitre la forme de la courbe en 
supposant successivement que é@, est négatif, nul ow positif. 

Ces trois cas conduisent aux formes des figures 32, 33 et 34. 
Dans la figure 16 (1), p- 203, on a représenté seulement un arc tel 
que Pare aba, de la figure 32. Dans ces nouvelles figures nous 
supposons Vaxe Oy horizontal. 


q 
. 


robléme en équation, nous avons posé (n° 130 
Pp { > Pp 


Qr 


1 


oo 
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II. —- PRISME DROIT CHARGE DEBOUT. 


187. Enoncé de la question. — Une verge élastique, droite dans 
son état naturel, est encastrée verticalement a l'une de ses extré- 
mités M,. L’autre extrémité M, supporte un poids P. On demande 
la forme de la verge élastique dans la position d’équilibre. 

Ce probléme est un cas particulier du précédent. Dans le cas 
actuel, il n’y a pas de couple appliqué en M, : le moment fléchissant — 
en ce point, = est done nul, o est infini; le point M, est un point 


t 


@inflexion. Au-méme point M, la force élastique est directement 
opposée au poids P: elle est done verticale et dirigée de bas en 
haut. En My, d’aprés la fagon dont la tige est supposée encastréc, 
la tangente est verticale, et par suite paralléle a la force élastique.. 
D’aprés ce que nous avons vu n° 185, le point My est un sommet 
tel que a (fig. 32, 33, 34). 7 

On pourra donc prendre les valeurs suivantes du parametre ¢ : 

E—0% pour le point Mo, 


/ 
5 . 
t= (2n+1)>, pour le point My, 


n désignant ua nombre entier et positif. Soit /*la longueur de 
as a 3 
Yarc M,M,; puisque ds = & dt, on deyra avoir 


(x) L - ant ws 
Go. OP Cane ae 


Ecrivons maintenant que la force élastique est égale et direc- 
tement opposée au poids P et rappelons-nous qu’en mettant le 


4 


Nous trouvons comme nouvelle condition 


S : a 
vars 


. 
car, qui est constant tout ei long de la tires moyenne du tr Eia 


est. ici égal a P. 
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188. Nombre de solutions. — Entre les deux égalités (1) et (2) 
éliminons a et remplacons C par sa valeur 

I 

Came (€2— 1) (€2— @€3)5 


nous trouvons la condition 


(3) Pes (on+1pB(“)! / (€2—- €1) (€2— @3) 


qui ne dépend plus que des éléments elliptiques et des données 

numériques qui définissent Vexpérience. La discussion de cette 

égalité nous conduira au nombre des solutions du probleme. 
Cette égalité peut s’écrire 


APL Ws \2 Re ey OST, 
Me eines 


Bian +1)? Ure 


Or, nous avons vu (n° 150) que ona 


w/a 


a! 2 2p = ae CA EAE 


Vi—k? sinto. 


k’, étant une_quantité réelle ee entre 0 et 1, et o ayant pour 


1 
valeur 


p= V(e2— €1) (e2— es); 


comme on le yoit en multipliant membre a membre les expressions 
de e,—e, et é,—e; du n° 150. Le deuxiéme membre de léqua- 


X\ 


tion (4) est done le carré de Re eae. 


foes peg re sin?o 


qui est supérieure a-1, car elle croit constamment de 1 a 
quand /’ croit de o a1. D’aprés cela, ’équation de condition (4) 
donne pour /‘? une seule valeur comprise entre o et 1 silona 
4PL 
B(2n +1)? 72 
ou bien 


a Ea * 
B (22-1). 


hye 
a 
. 
* 
4 
-£ 
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As al ; ; ; ae 
Si done i/5 est compris “entre (2v--1) et (2y+ 3), en 
i > . Ms 


faisant successivement 
ih ena 


on aura ernie en //? admettant chacune une racine comprise 
entre o et 1 et. par Fitek il y aura vy positions d’équilibre.-Si 


al P 
pa ae eee 
L/E< 


il n’existe plus de valeur de 4’? comprise entre o et 1; il n’y a plus 


Yona 


de forme d’équilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 
prisme droit chargé debout est en équilibre stable. 


IJ. — CoURBE ELASTIQUE PLANE SOUS PRESSION NORMALE UNIFORME. 
189. Enoncé et mise en équation. — Il s’agit de trouver la 


figure d’équilibre dune verge Glastique qui dans son état naturel 
était de forme rectiligne ou circulaire et qui est soumise a l’action 
de forces détinies de la facon suivante ; A chacune des extrémités 
de Vélastique agissent une force et un couple; en outre, sur 
chaque élément de l’aré agit une pression normale a l’élément, 
contenue dans le plan de la fibre moyenne et proportionnelle a la 
longueur de l’élément. Pour se représenter ces données, on peut 
considérer une chaudiére cylindrique et la verge découpée dans la 
surface de cette chaudiére par deux plans perpendiculaires aux 
eénératrices du cylindre et trés voisins Pun de Vautre. Ce pro- 
bléme a été résolu par M. Maurice Levy. - | 

Soient F, et My la force et le moment du couple qui agissent 


sur la verge 4 lune de ses extrémités Ay. Si l’on coupait l’élastique 
~enVun de ses points A, il faudrait, pour maintenir léquilibre, intro- 


duire une force et un couple. Soient F la force.et M le moment 
du couple. Pour définir avec précision la pression sur un élément 
dare, comptons sur la courbe l’are s a partir d’une origine fixe 
dans un sens déterminé et rapportons la courbe a deux axes rectan- 


gulaires Ox et Oy. Soient s, Pare qui correspond aun point A, 
de la courbe, ds, un élément d’are compté A partir de ce point, 
a Vangle que fait Ow avec la tangente en A,, cette tangente étant 
-_menée dans le sens oti l’are va en croissant. 
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La pression qui s’exerce sur l’élément ds, a pour intensité p @s,, 
p désignant une constante : nous la regarderons comme positive 


> v ~ =~. E 
lorsqu’elle s’exerce dans le sens a, + =0 de sorte que ses projec- 


tions sur les deux axes sont 


: a We ; ™ 
ds, cos(aj+—), ds, sin (21+ —}, 
P as, 1 f P B 
ou bien . 
—pds,sina,, pds, cosx, 


ou bien 
—pdy,, pdx. 


Exprimons que les forces agissant sur l’élément AvA se font 
équilibre. 

Nous écrirons d’abord que la somme des projections des forces 
sur chacun des deux axes est nulle. Nous avons, en désignant 


par X, Y les projections de F, par X,, Yo celles de F 5; 
X+Xo— [ pdyi=o, 


Y+¥o+ fpde=o. 


Ces égalités peuvent s’écrire 
(1) X= ply —), 
: Y =+p(x—a), 


en désignant par xv, y les coordonnées du point A et par a et b 
des constantes. Elles expriment que la perpendiculaire menée en A 
ala direction de la force va passer par un point O' de coordonnées - 
a et b, qui reste fixe quand on fait varier la position du point A. 

Ce point se nomme centre des forces élastiques. : 
Nous prendrons ce point O' comme nouyelle origine en trans- 


’ 


portant les axes parallélement 4 eux-mémes. Alors les projections 


de F deviennent 
x= PY; we = Pr, 


et son moment par rapport au point O! est 
@Y¥ —yX =— p(at+ 2) =— prt; 


on a ainsi l’intensité et le s@ns de la force F. 


bal 
. 
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Nous allons écrire maintenant que la somme des moments par 
rapport au point O! est nulle. D’aprés la théorie de I’élasticité, le 
moment M du couple qu'il faut joindre a la force F pour avoir 
laction exercée en A sur l’arc Ay A est donné par la formule 


(2) ; M=m(2=—), 
sine aA 


-m désignant un facteur constant et positif, p le rayon de courbure 
ee ee een Seams CLS 
en A dans la position d’équilibre considérée, c’est-a-dire qq? &t Po 
. Cc - 
“le rayon de courbure au point A dans la position naturelle. 
D’autre part, le moment de la pression s’exercant sur lélé- 
ment ds,, ayant pour coordonnées Li, Vr, est 


+2 
dr? 


Pla dx,-+- yy, dvi) =p 3 


2. 


les moments de la force et du couple correspondant au point Ay 
sont des constantes. On a donc, en écrivant que la somme des 
moments des forces appliquées a l’are Ay A est nulle, 


ou, en modifiant la valeur de la constante, 


q [ re 
nr ( — ~) = pr? oo = const. 


(3 
(3) XP Po 
ys ote s > I 
L’égalité résolue par rapport a — est de la forme 
? 


oA et B désignant des constantes. En particulier, A = se: de sorte 
que A est positif; B peut avoir un signe quelconque; les coefficients 
-numériques ont été mis pour simplifier Pécriture dans les caleuls 

- suivants. © ae 
«Cette égalité peut étre cconsidérée comme une équation diffé- - 
- ventielle définissant la courbe élastique. 
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- TABLEAU pe FORMULES. (Courbe élastique sous pression normale 


conslante. ) 


SS UAC TB 
0 
aah} 
of d(n=) 
oA Sar 
ae8) 
AES = 2A72+ 9B, 
, h » D) au 2 2 9 
rae =Art+ 2Br?+ C, ds? = dr? + r? d@2, 


(Gye (Art+2Br2+C)2, 


do _ Art+o2Br?+C 


= ———____,, 
ds- 7 


I pu—p'e 


«a 


2 pu—pe’ 

p'e — 23 p'e = 2[pu— pe] [p(u+e)— pe], 
—3pe= [pu—pe]+[p(u+e) pel, 

Z = (2?—3pe)?—2(p"» — 22 p'r) =[pu—p(ut-e)]?, 


rs) 


2.(p"9— 23 p'e) = 72, 


2 
Poe eae? i) Oe See 2). sr 


2A 
On Supposera 0 <<» Sw, pe > e,, Paes p'e>o 


Z\2 
r?— (Art+ Bre+ C)?=—[pu—p(u+e)P2=— (=) ? 


: du 
du = vase 
2p'p 
Art+ 2Brt+ C=[pu—pe]+[p(u+er)—pel], 
7! 7 oe pe 
; du pu—pe- plurey) = pee 
. ad 
So ae mt patie’ ee 
20 C(u+ Pe) C(u—v)—o2% 
ao (U 20) = ea eat 
p 
adhere oes 
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191. Intégration par les fonctions elliptiques. — Nous allons 
@abord établir une formule donnant le rayon de courbure d’une 
courbe définie en coordonnées polaires. 

On a en désignant par @ l’angle de la tangente avec Oz : 


rdi= xdy —ydz, 


sy = wsinz — y Cos x 

ds : 
a ig US =Sene sa+ Sayre dx dy aS dr Z 
5) ai) ey ees I= (#F ene ds Ss 


d’ot la formule annoncée 
dp ’ 
a(n 7) 
ds 


Tear 


(3) == 


v 


D’aprés cette formule, V’équation différentielle de la courhe 
peut s’écrire 


a(n) 


En intégrant et en désignant par C une nouvelle constante, 


== 25072 = Bi 


cil) : 
7) r— =Ar'+ 2Br2-+ C. 
as 


En élevant au carré Jes deux membres de cette égalité (7) ct 
en nous servant de la formule 


ds* = dr? + r? d0?, 


nous pourrons éliminer @§. Nous trouverons ainsi léquation 


= Ip2\ 2 
(8) oe) = r= (Art aBrt+ C) 
qui définit 7? comme fonction elliptique de Dare s. Liangle 4 est 
ensuite déterminé par la formule 


di) Art+2Br2+C 
dicate RB To) 


(9) 


On définit ainsi les coordonnées polaires 7 et 4 d’un point de la 
courbe en fonction de la variable s. Le calcul effectif est da a 
Halphen. 


APPELL ET LACOUR,. 21 
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192. Inversion. — On a yu, en étudiant l’inyersion (n° 169), 
que si Pon pose 
; IT pbu—p'e 
{10 ) ZS = eS ’ 
P 2 Lol — pe 


ona 
p’e —2sp'e =2[pu—pe][p(u+e)—pel, 


(11) 


2—3pe=(pu—pe)+[p(u+s)—pe], 


de sorte que 


(12) Z =(s?—3pey—al(p'e—azpie)=[pu—plus el 


ct par suite z ct \/Z s’expriment en fonctions uniformes de w. 
Si Pon pose 


(13) 2(p"e—22 p'e) =7?, 
le polynome Z se raméne a la forme 
(A'r++ 2B'r?+ C')?—??, 


et pour identifier ce polynome en r? avec celu qui donne 


ok z (=). (éq. 8), il suffit de poser 
4 : 


ASA, Se Pa Be rec, 


Le calcul n’offre aucune difficulté et l’on trouve 


Ue v 2 
I De uae Peay eas 
A= aa aS) i a! = 9 C= pee == 9 Gils 
1Op?e : dpe ; 2p er 

ou, en résolvant par rapport a pe, p 5) Weare 

I B B2— AC 
14, 29 = — YO Se 3 pe= ——_- 
(14) d GAs dae! DA’ ; A 


Si, dans les relations qui existent entre py, p'v, pv’, on rem- 
place ces quantités par leurs valeurs tirées de (14), on aura 2s el 23. 
Vous supposerons les données choisies de fagon que le discrimt- 
nant soit posittf; les valeurs de pe etde p'e sont réelles puisque A 
est positif et on peut arbitrairement choisir le signe de p'y. Nous 
examinerons seulement le cas oti ¢ salisfait a la condition 


O< ¢ <<, 
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de sorte que lon a 
Pieters Dp P< Oy p'- 520s 
Les éléments elliptiques étant ainsi fixés, on a, en tenant compte 
des égalités (12), (13) et (10), 
(15) r— (Ar'+ oBr?+C)?=—[pu—p(u+r)]?. 
Jl en résulte 


; dz \2 
m— (Ar'-+- 2 Br?+ C)?=— (=) : 


dr2\2 Ne ee . a 
Mais le premier membre est égal as (Se) daprés Péquation dif- 
4 C 


férentielle de la courbe (éq. 8) : le second membre, d’aprés la 


: pica CAINE RS 
relation (13), est égal a — (s) Ragen & done 


du 6p” 
(16) du = ee 
; 2 p'e 


Cette égalité montre comment est liée a Vare s Ja variable u que 
nous allons garder comme variable indépendante. . 

Nous avons deja r? en fonction de u au peven des relations (13) 
et (11); pour avoir 4 il suffit de remplacer r? par sa valeur en 
fonction de u dans le second membre de l’équation (9g), c’est-a-dire 
dans 


AG 3 Py G 
seaeet cma ae Et 
7 
On a @abord, en tenant compte des relations (13) et (14), 


Art+ 2Br2+-C = 32— 3 pe; 


puis, en se servant de la seconde des relations (11), 


Gs) <2 Art aBri+ G =(pu—pe)+[p(u +o) — pe]. 


Il est facile maintenant d’obtenir en fonction de uw lexpression 


by a0. 
de —; on trouve successivement 


du’ : 

“ at do (pu pe) + [p(w + y= pe] 
pedu  (pu—pe)[pm+rer)—pe],’ 
do pie ; pe 
dus pi—pe p(u+te)—pe 
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ou, @aprés la formule (64) du n° 44, 


. . dd ‘ 
(19) el C(u+6)— C(u—e)— 209+ C(u+ 29)— Cu—20P 
au 
Nous avons ainsi r? et 4 en fonction de uw. Réunissons ici les 
deux équations correspondantes, en appelant E une constante : 


r= 4(pu—per)[p(u+er)— pe], 
Suac(u—P) . Hic bas 
C(U+)c(uU+ 2°) Bape Me 


(20) 


e2i(8-0.) — B erute 


x 


193. Nature des arguments. Puisque ¢ est compris entre 0 
et w, Pexpression (16) de du en fonction de ds montre que wu est” 
certainement imaginaire. D’autre part, pour que r? soit réel, il _ 
faut que les deux facteurs dont le produit donne 7? soient ou tous 
deux réels ou imaginaires conjugués; voyons s’ils peuvent étre 
réels. Si une valeurimaginaire de uw rend pu réelle, et sidu est ima- 
cinaire, wu est, ddes périodes prés, de la forme tx ou w + ix, x étant 
une valeur réelle; mais les valeurs de cette forme ne repdent pas 
réelle p(w-+¢); elles sont donc a rejeter. I reste 4 exprimer que 

pu et p(u-+e) sont imaginaires conjuguées. Soit u =a + bi. 
D’aprés la formule d’addition donnée (n° 45) pour la fonction pu, 
les deux valeurs p(a-+ bi) et p(a — bc) sont imaginaires conju- 
guées : il faut done que lon ait 


uU+-y=t(a— bi) +2mwH + 2nw’, 


m et n désignant des nombres entiers, et en égalant les parties _ 
réelles dans les deux membres 


a+vpszta+omo. 


On ne peut pas prendre le signe + puisque ¢ n’est pas un multiple 


de 2; il faut done que l’on ait a 
2a+p=2Mw, 
ce qui donne : 
ve v 
a=>—-— ou a=—-+0. © 
2 2 


Nous examinerons seulement le premier cas et nous poserons 


~'v ; = 
C217, = eee 85 


. : : <f 


= PS aes 


~ a 
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¢ étant une variable réelle; de sorte que lon aura 


du=—idt, 


et comme on a trouvé (éq. 16) 


tds 
Ci —) 
2p'e 
ona aussi 
dt =— ——ds; 
2p' 


I r Biber Ree A Bet 
p’e étant négative, dé a le méme signe que ds. 


‘494. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier ¢. — La 
premiére des formules (20) montre que 7? ne change pas quand 


oA) 
on change u en u+- ow! ou bien t en ¢-+ ——- D’autre part = est 


f Z ; - d0 
une fonction rationnelle de r?; il en est de méme pour —- Il en 
résulte que, pour une valeur donnée de dt, la valeur de d4 ne 
hang s quand on change ¢ en ¢ 20" et, par suit iM 
change pas quand on change ¢ en t +- — et, par suite, que 1 ac- 
croissement de § est le méme quand on fait varier ¢ deo a ¢,/0u 


: 20! . 20’ mee é 
bien de — a—-+ i. Si donc on aconstruit la branche de courbe 


é : De : : 
obtenue en faisant varier tdeoa — et sion la fait tourner d’un 


= angle égal a Vangle des rayons extrémes, on aura la branche de la 


20’ hoy! 
courbe décrite quand t-varie de — aol = 


r 


: . _ 20 : 
D’aprés cela, il suffit de faire varier ¢ de o 4 —; mais on peut 


. . . v . 
restreindre cet intervalle. En faisant u—=— ern te dans |’ex- 


ression de r?, on trouve 
3 ? 


mm Fp] b-4)-r] 


et ae vérifie aisément que r? prend les mémes valeurs pour 
uw)! 
j= 5 aa CEST, et pour —= = —— ie 


hy. ee part, pour un méme accroissement dh, les accroisse- 


"ments dt, et dt, sont de signes. contraires; les accroissements 


326 CHAPITRE IX. 
correspondants d%, et d§. sont égaux et de signes contraires, 


P dy é = ae ie ! 
puisque > ne dépend de ¢ que par lintermédiaire de r?. Done 


f 
. . . WwW . 
les accroissements que prend 9, quand on fait varier ¢ de— ate h, 


r 


' a” ~o* -, ; 5 > 
suis de — a — — h, sont égaux et de sienes contraires. La courbe 
l u 5 : 


! 
SP te . ‘ 3) : 
est symetrique par rapport au rayon qui correspond a ep et il 
; : 


ary a 5 ~ oD 
suffit de faire varier ¢ deoa a 


195. Variation de r?. — En tenant compte de la relation (13) 
entre r? et 3, ona 


dr? dz d /t pu—p'v 
— Mf e—_—_ = d (2s SG eee , 
du Ap’ du ue du\2 pu— pe 
ou bien 
dr? 
— =fp'e[p(u+v)—pu 
ae tJ (] ( ) J ); 
ie 
et, comme ona posé PS > == il, 


dr? ¥, P 


Cherchons les valeurs de ¢ qui annulent le second membre. Pour 
Pune de ces valeurs, on doit avoir, a des périodes prés, 


Le signe — est a rejeter, puisque ¢ n’est pas un os des 
périodes, et par suite 
2tl = 2m + 2nw’, 


Tt Ove st désignant des momibues entiers. Comme (ft est purement 
imaginaire, t 
ib oe 
. . , : ww’ , ; 
les seules valeurs, de ¢ appartenant a l’interyalle (0, = qui an- 
dr - 
nulent Gr sont donc les valeurs extrémes. 
Pour reconnaitre celle de ces valeurs qui correspond a un maxi- 


— as CU 


—_— 


' 


sp 
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mum, prenons la dérivée seconde 


PEEP 85 ,[e - Af? it 
Su oes p ae +p (ie . 


Pour ¢ =o, le second membre se réduit 4 — Sp'vp! -;ilest négatil 


Pe 
. prs e 5 

puisque ¢ et ~ étant compris entre 0 et ©, p’v et p’ - sont toutes 

les deux négatives; c’est donc t= 0 qui correspond au maximum. 


eee 3 ; ay Ve 
12 décroit constamment quand t varie deoa =: Nous désignerons 


! 
(2) 


par 7? et r? les valeurs de 7? qui correspondent a¢= 0 etat—=—- 


196. Variation de langle polaire. — Dans la formule 
ne =Art+o2Br?+C, 
remplagons ds par — 2 p'e dt; elle devient 
(eZ) —Ari+2Br2+C; 


‘Je trinome Ar*-- 2Br2-+ Ga ses racines réelles, puisque, d’aprés 
Vune des relations (14), B2 — AC est du signe de pv et que pe, supé- 
rieur 4 é,, est positive. Voyons d’abord combien ce trinome a de: 
racines comprises en ry etry. 


, os ¥ . Vv A : 
L’égalité (17), ot Von remplace wu par — =U, devient 


Arie aBe+C=p(t + it) +p(¢ — it) —apr. 


’ ’ 
. . * @ 
En ay faisant successivement ¢ = 0, puis l = = on trouve 
Ar* Br2 C= 3 
ro 2B reer eS as PP ys 


Art--2Br}+C=2[p(é +o') pe]. 


La différence p< — pe est positi isqu u décroit, quand 
iffére Pp; — pe est p ive, puisque p oit, q 


z uw croit de o aw; la différence p(e+') — pe est négative, 
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3 ” : E 
puisque p G ae v') est comprise entre @, et @3 et que pe est plus 


grande que e,. Done rj} et 7? comprennent une seule racine du 


trinome. 
lf 
; S30 ' , + eee 
Quand ¢ varie de 0 4 —, r2 décroit constamment de re ao Tae 
U 
a change une seule fois de signe. Gomme A est positif, et pe 
dt Poteaite) J = 5D 2 Pp fio ’ 


négative, on voit que l’on a 


dd dé 
(3),>° (Zi), <° 


en désignant par Es et ae les valeurs Hee ui correspondent 
gnant par (7) et (G; ), les ve A po 


x S ) 
a LO, Cae —— rag 

197. Angle des rayons allant 4 deux sommets consécutifs. — II 
nous sera utile, pour étudier la forme de la courbe, de connaitre: 
langle des rayons correspondant aux valeurs extrémes de l’inter- 


ow! : Q Ret ee 
valle (0, ca dans lequel nous faisons varier t; cet angle est la 
t 
ae) ; “ . 2 
moitié de l’accroissement que prend 4 quand ¢ varie deo a ae 


20! 


Nous allons faire le calcul en supposant que ¢ varie de ty) At) ; 


; do : v a2 
Dans la formule (19), qui donne an faisons uw —=— =~ ub 


el du =—idt; nous obtenons, en tenant compte de ce que Cu 
est une fonction impaire, 


(23) an (2+) +C (-—«) + . E (22.4) + (jw) ats 


: t 
ee : : : R 20 ic 
\  Faisons maintenant varier ¢ de fy a Co+ — et désignons par 24 
L . 


laccroissement de 4; nous aurons 


(24) ye et f(s +it)+e(2 —it)| dt 
pee ea 


x 
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Le second membre se simplifie beaucoup, si ’on se sert d’une 
formule a laquelle nous serons conduits en cherchant a évaluer 
une intégrale de la forme 


C(a + tt) dt, 
lo 
a étant une quantité réelle telle que Von ait 
O< &@< 2). 


La fonction sous le signe somme est la dérivée de 


I ; 
7 Logo(a+ it); 


Vintégrale définie est 
I P(A+ity +20’) 


= Log = 
t .°. .6(a+ tty) 


‘D’aprés la relation (22) du n° 21, ona 


o(a + lty+ 20’) 
(a+) 
et, par suite, ’ 


= — e2N!'lat+ity+') ° 


o(a+ tty t+ 20’) 


- =ornlatitptw')+(an+Din 
o(a-+ tty) 7 ( mut 0 ro ) ( ) ? 


Log 


n étant un nombre entier qui n'est pas déterminé par le calcul 
précédent. On en conclut 


(25) ef tla hdt = 24 ag 4 (anrije+ 22 (ity +0), 
tone. - = 


’ 


r OF . * é w& 
Dans cette égalité, changeons ¢ en — ¢ en remarquant que ~ est 


réel et quil en est de méme de 4. @apres la relation d’homogé- 
q Foo A 8 


“néité (52) (n° 36); il vient alors 
2W/ 


ty + —— 


em ap ta — tears a+ (antijn— 22 (in +0'); 


- puis ajoutons 1 membre a membre les égalités (25) et (26), et nous 
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obtenons la formule qu il s’agissatt Wétablir : 


’ 


L 
4 I 4 . 2 
(27) ~ f [S(a@ + tt) + f(a — it)| dt = Last (en+1)n. 
BA ih U 
Mais il reste 4 déterminer le nombre entier n. Cette détermina- 
tion est facile quand aw. En effet, la fonction sous le signe 
somme est égale a 


' 
a 
ee aa Tent 260° 
pa— pit 
pour a =, elle se réduit a 2Gw, c’est-a-dire a 27; Pégalité pré- 
cédente devient 


D) 
= (qo'— 07!) = (an+1)q, 


et ’on en conclut n =o. Mais quand @ varie d’une maniére con- 
tinue entre 0 et 2, le second membre de Véealité (27) varie d’une 
maniére continue, et n ne peut changer. Done n =o pour toute 
valeur de a comprise entre 0 et 2, et par suite, ona 


fi F 20) 
| [ eee 27! 
(28) | : f [S(a+ it) + t(a—it)]dt=a+s, 
Sty 


\ 


om a< 2. 


En appliquant la formule précédente A chacune des deux inté- 
grales qui figurent dans l’expression de 4, nous trouverons enfin 


Y= —F(0'So— v7.) 


Cette égalité va nous permettre de trouver le signe de ¥. 
Remarquons que, pour »=w, est nul a cause de la relation 


! f ao : a * 
qo — or, = —}; pus cherchons comment varie Y quand ¢ croit 


2 


deoaw. Ona 


cette dérivée décroit constamment quand ¢. croit de o 4; pour 
r=, elle est égale a 


2 
7 fen wo = Aas 


_—— 


APPLICATIONS. DIVERSES TRAITEES AVEC LA NOTATION DE WELERSTRASS. 351 


Or nous avons trouvé (n° 1OL) 


r ' o v x 
Cy — Goa? a) 


et Von voit que lon a 
T t t ne 
CAT eter ee Rs 


di f, Siebe. 

Done 7 est positive pour y= et, comme c’est une fonction 
décroissante dans lintervalle (0, w), elle est constamment positive 
dans cet intervalle. Il en résulte que 4 croit quand ¢ croit de oa, 
et comme 4 s’annule pour » =, ona 


vy = fa) quand om vcmw. 


: ; a ede 
Si nous comparons maintenant le signe de 4 et celui de are 
A . Ww! 4, 
nous yoyons que, quand ¢ croit de 0 a —, Vangle 4 commence par 
t 
croitre, mais que sa ,variation totale est négative. Nous avons 


ad : 
. re ’ 2 > ? _ Yr a 
trouvé d’autre part que ns annule en changeant de signe pow 


") 


: . Ww . 
une valeur et une seule de l’intervalle (, = | : soit ¢’ cette valeur; 


la discussion peut se résumer ainsi : 
t croissant de o a ¢’, § va constamment en croissant; pour =U 


r 


: : : . wo 
le rayon vecteur est tangent a la courbe; ¢ croissant de ta—, 


Vangle 4 décroit plus qu'il ne s’ était accru quand tvariait deo al’. 


498. Signe du rayon de courbure. — On a trouvé en commen- 


cant (éq. 4) Pégalité 


le second membre est égal a deux fois la dérivée prise par rapport 


ar? du trinome Art+2Br?-+C, et d’autre part il résulte des 
calculs faits pour Vinyersion [formules (13), (17) et (11)] que Von 
aen méme temps 
r= 3a(p"» —2asp'v) 
et ’ 
Art + 2Br?+ G= 4?— 3pe. 
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Dérivons par rapport 4 +? les deux membres de la derniére égalité 


On en déduit, en remplagant < par sa valeur (10) en fonction 


de u, 
I pu—p'e 


bo fo 


2p'e pu—pe 

j ; I ; . w! 
Voyons comment varie le signe de Z quand ¢ varie deoa ris 

r? va sans cesse en décroissant; Ar?+-B ne peut s’annuler au plus 


. . : * . I 
qu'une fois; il nous suffira done d’avoir les signes des valeurs des 


, 


x ; (o) io I 
pour C—Oreu pour ¢~= —; nous désignerons AGA) valeurs par — 
hee to) Po 


{ 
et ot pour ¢=0, 


t 
- ‘ p-+ p'e : 
Ler ecg (a 2p'e? 
Po Papp J 
, 
pour t= —; 
I ie) » t 
c p'(Z+0') + ple 
£ ‘ 
u=—— —w’, — = > 
2, 01 Cate aa 2p'v 
Qt = + WwW — Dy 
2 
; I I 3 ; , 
Les valeurs de = et de a peuvent se simplifier si l’on se sert de 
ro 1 


Ja relation 
piu, — plu + pau 
pu piu p22 % 
que l’on déduit de la formule d’addition (n° 62) 
a pu—pium  pu+p(u+um) 
puU— ply pe plane 
en y faisant tendre wu vers u,. A l’aide de cette relation, on obtient 


I ¢ ” 
eo oP 3? 
al) 


(29) 


al 
_ 
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2 . rv 73 . nw? Cho 
¢ étant compris entre 0 et, p’ ret p x sont négatives, p ~ positive 
U . )) 
done ona déja 


1 
a Oe 
Po 
r T)’ 4 1{9% ! ’ Blat fa5, 2 I . . 5, 
autre part, p = + w’ } etant positive, — est de signe contraire a 
\2: Pi 


\ 


p 
p" oS ons a) 
\ 2 


Cette quantité peut s’obtenir. en substituant p (+e’) dans le 


polynome du second degré en pu 
12p2u— 2, 
et l’on trouve aisément que l’on aura 


ta v T 
p’ G +0!) <aeOn 


si y satisfait a Vinégalité 


a v r 1 §2 
(30) p (; +o ) > Ps 3 
Mais on peut poser 

1 2" 9 i 
ee =p(a+w’), 


: rir. , : 1) ‘ ‘ 
a étant une quantité réelle comprise entre 0 et — (vor p. 107, n° 1); 
Vinégalité (30) peut alors s’écrire 


‘ 


r(¢ + 0!) >p(at+o’), 


et comme p(u-+-w’) croit constamment quand w croit deoaw, 
elle peut étre remplacée par la condition 


p 
Ser 
2 
2 
Il faut donc, quand on étudie le signe de la courbure, distinguer 
les deux cas suivants, en remarquant que a+w’ désigne 
Vabscisse du point le plus haut de Vovale dans la cubique 
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= — ry! . 
=F US a eke 


I 

— > 0, 

Po 

FO SD, OL 

I 

=, <G5 

Pi 

I S55 
g G02 S 

DE Pea MD 

«I- 

—>o. 

P41 


Il se produit une inflexion de la figure d’équilibre quand y passe 
en décroissant par la valeur 2@ et il est facile de voir que lin- 


t 
5 5 : ; o . 
flexion se produit au point donné par ¢= = En effet, Ja valeur 


correspondante de u est 


el la valeur correspondante de la fonction p, savoir 


pla a w’), 


est, d’apres la définition méme de a, racine de p’u, de sorte 


5 
rl 


I , aa 5 5 
que — est égal a zéro, dans le cas particulier ¢ = 2a. 


199. Forme de la courbe. Nous ayons supposé que ¢ salis- ~ 


fait a la condition o << ¢ << w et, dans l’étude de la courbure, nous 


avons été conduits a distinguer deux cas suivant que lon a 


e< 2a ou oS sa. 


i ee 4 + 
Dans les deux cas, ¢ croissant de o a ~ , are sva constamment 
; ae 


en croissant, le rayon vecteur va constamment en décroissant ct 
les rayons extrémes correspondent, le premier & un maximum et le 
second a un minimum; langle 4 commence par croitre jusqu’a une 
valeur ¢’, pour laquelle le rayon vecteur est tangent a la courbe, | 
puis décroit jusqu’a une valeur inférieure a la valeur initiale. 


' - 


: : da 
Pour ce qui regarde la courbure, si ¢ > 2a, la courbure 3, est 


constamment positive, langle « correspond au sens dans lequel Ss 
croit; c'est précisément le sens dans lequel l’are de courbe est _ 
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<5 ies “ Ae” ay 
décrit quand ¢ varie de oa ose le rayon de courbure est compté a 
partir de la courbe dans le sens 4+ -- 
2 


Si ¢<2a, il y a une inflexion et, si ¢ différe peu de 2a, le 
point d’inflexion est dans le voisinage du sommet qui correspond 
at = nS ) 

t 

On a alors les deux formes de la courbe, représentées par les 

figures 35 et 35, dont la premiére correspond a » > 2a-et la 


deuxiéme 2¢< 2a. On a représenté par un trait plus fort Pare 
Cie 
ae . . 0 : re 
décrit quand ¢ varie de oa =, on a marqué par une grande fléche 
le sens de la pression normale, et l’on a tracé aux points a et 6 des 
fléches dont le sens indique la direction de la réaction exercée par 
la verge. Ce sens est opposé a celui de la force extérieure qu'il 
faudrait appliquer pour maintenir l’équilibre (Ificpnen, Zrauté 
des fonctions elliptiques et de leurs apovlications, t. Il, p. 220). 


Fig. 35. Fig. 36. 


/ 


Py = 2 
7 . 
Sens de la pression normale. — En mettant le probleme en 


équation, nous avons supposé la pression comptée dans le sens 
Whe ; ALS. ae Vette 
ae elle est done du céoté de la convexité dans le yoisinage du 


rayon maximum et, s'il y a inflexion, du coté de la concayité dans 
le yoisinage du rayon minimum, ~ 


% eG 


a‘ IV. — SURFACES HOMOFOCALES, COORDONNEES ELL!PTIQUES. 


900. Surfaces homofocales a un ellipsoide et passant par un 
point donné. — Etant donnés trois axes rectangulaires O.r, Oy, 
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Oz, on appelle surfaces homofocales a un ellipsoide 


+ +-+5-—1=0 


les surfaces représentées par léquation 


PP y? 32 
+ +—— —1=0 
Gas b2—s c?—s5 : 


dans laquelle s désigne un paramétre variable. 

Si lon considére celles de ces surfaces qui passent par un point 
donné P(x, yo, Zo), on a, pour déterminer les valeurs correspon- 
dantes du paramétre s, l’équation 


2 2 2 
ai Yo 40 


ae—s b%— 5 c2— 5 


—1= 0: 


Les racines de cette équation se séparent aisément en substi- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a?, b?, c? 
et des nombres trés grands en valeur absolue. Les signes des” 
résultats de la substitution et les places des racines sont indiqués 
par le Tableau suivant, dans lequel ¢ désigne un nombre positif et 
trés petit : . 
at = 6 <7¢%; 
— i ai—e Oe i Glatt Be ee i Ch .6 of Ses + 20. 
Racines... A. U y 


Il y a done trois surfaces homofocales a lellipsoide et passant 
par le point P. La racine ) donne un ellipsoide réel, la racine v. 
un hyperboloide 4 une nappe, la racine y un hyperboloide a deux 
nappes. P 4 

Les trois surfaces homofocales a l’ellipsoide qui passent par un 
point donné se coupent orthogonalement en ce point. 

DOW Pte ¥s z) le point donné; les normales aux deux sur- 
faces h et % qui passent par ce point ont des cosinus directeurs 
proportionnels a ‘ 


.2 aay 2 se? Zz 2 ; 


Ck besa c2— Ls 


aw y & 
ap bp’ c?— 
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La condition pour que ces normales soient perpendiculaires est 


9 


er Gee &* ‘ 
(a2— )(a?—p) ) att 


(6272) (B—p)  (e?—A) (PF — w) 


Or, en retranchant membre a membre les deux égalités 


v2 y? Z2 
~ + + == 
az— ik GK c2— i ; 
x2 42 Z2 
> at Z aie —i=0, 
a — pe. 2— c?— uv 


et en supprimant le facteur 4 — »., on trouve précisément la con- 
dition qu’il s’agissait de vérifier. Done les deux surfaces.) et v 
se coupent orthogonalement au point P. On peut répéter le méme 
raisonnement pour les surfaces ) ety, ou p. et y. 


La proposition est done démontrée. 


201. Coordonnées elliptiques. — On peut déterminer un point P 
de espace en se donnant les valeurs 4, u,v des parameétres des 
trois surfaces qui sont homofocales a Pellipsoide donné et qui 
passent par ce point; 2; vs ¥ se nomment les coordonnées ellip- 
liques du point P. Nous ayons- déja vu comment s ‘obtient Péqua- 
tion qui donne}, », v quand x, y, % sont donnés. Calculons 
maintenant @, y, 3 en supposant 2, », vy donnés. 

Dans Videntité ~ 


ay at 8 (=) GH) —) 
w—s bi—s* ctk—s = (at— s)(62—s)(c?—s)’ 


chascons les dénominateurs et faisons tendre s successivement 
vers a?, b?, c? : nous trouverons 


(a2— h) (a2— p) (a?) 
(@=By(a—e) 
,_ (=) (Ot) 
“ - Te tom. ear CNT Ae) 


(ofA) (o?— w) (2), 
(t= ate) 


2 


? 


? 


202. Longueur dun arc infiniment petit. — Prenons les dérivées 
P 


_- APPELL ET LACOUR. = oe 22 
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logarithmiques des deux formules ci-dessus 


; dx ies dx ; di. F dy 
ona Tet ae we RP es 
. dy __ dh ra dy. ae ai 
7? hee p.— Bb a ot 
» 8 a du. Fy dy 
ee: ere eee y— C2’ 


ct portons les valeurs de dx, dy, ds ainsi obtenues dans la formule 


~ 


ds? = dx? -+ dy? +. d3*; 


en tenant compte de Vorthogonalité des surfaces 2, vu, y, nous 
oj tuendrons expression de ds? en coordonnées clliptiques 


ds? = L? dh?+- M? dy24+- N? ay?, 


12, par exemple, étant définie par l’égalité 
gy y 

12 sag Gt Sire eS 

4 (a%—)2 * (6®—))y? * (e2?—))? 


La valeur de 4 L? s Shaan en prenant les dérivées par rapport 
as des deux membres de Videntité 


2S yy? 22 _ {$—A)(s—p)(s—yv)- 
TPeR icy Pee og (a? — 5)(62—s)(c?—s)’ 


et en faisant ensuite s =; on trouve ainsi 


+ 


re (A— 2) (A—¥) * 
Se (at) (OSS dete) 


On a donc Ja formule 


(A — p)(A—v) a 


(0° WF Ne) 
(4 — A) (p—v) ; OA v= eae 
* (=) eae) eae wlaan 


j ‘ 
203. Les coordonnées ), , yremplacées par des arguments ellip- 


tiques. Les coordonnées cartésiennes s’expriment par des fonctions 
uniformes de ces arguments. — Les valeurs de x, y, s en fonc- 
tion de A, w, v contiennent des quantités irrationnelles par rapport 
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a, wu, ¥; ce sont les valeurs que prennent les radicaux 


quand on y remplace s par A, » ou ¥. Mais nous savons que, si l’on 
considére une fonction pu et les quantités e,, e2, e; correspon- 
dantes, chacun des radicaux 


Vpu—ea1, V~pu—e,, ~pu—e; 


peut étre remplacé par une fonction uniforme. Nous sommes ainsi 
conduits a faire le changement de variable 


—s=Apyo+B, 


ce qui donne 
a—s = A(p»v— ey), 
2— s = A(pv — ea), 
c2— 5s = A(p»—e;), 
en posant 


e+ B=—Ae, 
62+ B ==— No, 
c?+- B = — Ae3; 


en ajoutant membre a membre ces derniéres égalités, on trouve 


Végalité suivante qui détermine B : -- 
8 { 
a 6?+c+5B=0; 


Z B étant connu, @,, és, és sont déterminés, a un facteur prés de pro- 


portionnalité A, et les valeurs des invariants g» et g; en résultent. 
A reste indéterminé; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par p? pour que léeriture soit simplifiée quand nous 
extrairons les racines. 

En définitive, les invariants de la fonction py résultent des 


égalités 
nas ean the Dickie - 
« 9 a 3 v a’, 
a+ b+ c? ; 
pree= Dera Eee h das 
H a+ 6% ec. , 
‘ pecs oy te aoe 


ott &y, €y, €3 sont bien rangés par ordre de grandeurs décrois- 


° 
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santes; si on pose 


a+. 62+ ¢ 
py = ——_—_ 


> Ts 
oO 
ona 
E2 (po — er), 
62 — s = p2(pv — ea), 


C35 —="62( py——e5)). 


Remarquons aussitot que €;, @2, €3 étant réels, nous sommes 
dans le cas du discriminant posttif. 
Appelons w, v, « des arguments tels que pu, pv, pw soient les 
g ; 


valeurs de pu quand s égale 2, p, v; comme les signes de 


“pv @) PY — @a, Pea Cs 
coincident respectivement avec les signes de 
Do 


a?—s, b?—s, c2—s, 


on trouve aisément que les nombres 


: pu, ej, opy, ey. pay ee, 
sont rangés par ordre de grandeurs décroissantes. D’aprés cela, wv 
et» — w’ sont réels, » — w est purement imaginaire. 
Ce sont ces arguments wu, 9, « que nous voulons considérer a la 
place de i, u,v. 


Transformons les formules qui donnent x2, y?, <2? en intro- 


> * 


duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 


x? (pu— er) (pe —e.)(pw—e,) 
Soa tA eee tg ae 


0” (€1— @2) (€1— 3) 

he be (pu— e.)(pe — e2) (pw — eg) 

pp (Gp 1) (aes) 
“tidy (pu —es) (pe — es) (pw —es) 

eee (é3— €1) (€3 = 2), 


On peut maintenant extraire les racines en se servant des for- 
mules du n° 48 (voir aussi p. 68, Ex. n° 3) : on trouve 


1 ; ; 
xv O14UT {OS > —= Fw s 
— SAR ee eS A Seas ow, . 
e TUSR OW : 
1 
J. py C2 Se? Cae B at at i 
—_— = a ee eee = G 
0 TuUucvaw : 
1 
& Og S3P C2 —=7/0' P 
SO es ee eS Ce 2 ow’, 
Q SUCK TW 


w"=o+ wu’, 7"=7+7'. 
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Quand on change le signe de Yun des arguments wu, 0, «, les 

trois coordonnées &, y, s changent de signe, et le point P est rem- 
placé par son symétrique par rapport a Porigine. 


Les formules (vozr n° 48) 


CCU + 2w))S LU 
Cd ey Oa a A | : 
< Sh IO 
07, (U + 20) ~s Oo) U ae ee 
ee ES eh : pe } 
T(U+ 2Wy,) Tu 
ot. lon suppose - : 
O1,=, W5 = W + @', W3 = w', 


montrent que, quand on ajoute une période a l’un des arguments,’ 
on remplace le peimt P par son symétrique par rapport a Vun 
des axes. 


V. — APPLICATION A LA THEORIE DE LA CHALEUR. 


204. Les surfaces homofocales a un ellipsoide sont des surfaces 
isothermes. Chacun des arguments w, ¢, sy est un paramétre ther- 
mométrique. — Sil’on considére les points d’un espace en équi- 
‘libre de température, pour chaque point la température T est une 
fonction des coordonnées de ce point et l’on démontre que cette 
fonction vérifie l’équation aux dérivées paruelles 

o2T o2'T 02 T 


’ 


On dit que les surfaces d'une famille sont des surfaces tso- 
thermes si la température est la méme en tous les points de l'une 
de ces surfaces et ne dépend, par conséquent, que du paramétre 
qui-détermine cette surface. : 

‘Tl est facile de trouver la condition: pour qu’une famille dé sur- 
faces représentées par Péquation 


(a 9 8) =, = 


dans laquelle } désigne un paramétre variable, soit composée de 
‘surfaces isothermes. En effet, si cela a lieu, la température T ne 
dépend des coordonnées x, y, = que par lintermédiaire de h. 


~Calculons d’ aprés cette remarque les dérivées de T pour les porter 
a : : 
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dans ’équation AT =o: 
q 


- 
aT aT ob 
oz dh ox’ 
aT . dT /dd\?_ aT 0?) 
aon aad ied ae 


apa et Or? le od\2 (+S) 
~ de a) + (= . 4) Gh dx? Oy? Oat 


\ 
Comme jal es Oo, On doit avoir 
) 


02, 02h d®R aT 


dat * dyt dat. amt 
OW \t. fOX\2 OfOA\Rs  aEes 
(oe) 4 (ay) oles tea 


Ainsi la combinaison des dérivées de i qui est dans le premier 


(1) 


membre doit étre une fonction de } que nous appellerons 4(}). 
Si cette condition est satisfaite, pour calculer T il suffira d’in- 
tégrer l’équation 
ad? T 


(2) — —- =V() 


a wt z2 


(3) wort 


Nous poserons 


S(s) = (@—s)(b?—s)(c2?—s). 
.. ee A) oe od\? on \? 
Caleulons d’aboard (ss) ast (=) == (55) . 
En différentiant par rapport a a la relation (3) qui définit 4 
en fonction de x, y, s, on trouve 


(4) [ hes ve y? mt Bt oR Se DS soem 
; (at—R)i. (67-1). (t= dP Ow ate 


ou bien 
} 0d 22 
EO 5a = miei 
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et de méme 
; 2x7 
Ci — — = 
iy ft ke 


On 23 


Al sere rema 


On tire de la 
ee =) (Sy oh \ 2 4 
) sass ba | ARCO a at ities eS Se = 
} Ox a) (3) '()) 


reek - : ‘ 3 : * : 
Pour avoir —, différentions par rapport a x la relation (4) qut 


Ox? 
Eee LOK 
définit —; nous trouverons 
Ox 
ie Oe 4a 0). 3 J \2 2 
eee! .\)— oO —_ —— 
Sra Ge 2)? dx aug »()+ FREY Sar 


Oh 
ou, en remplagant 5; par sa valeur, 


oO?) Sx? I 2 On 2 
—¥() + (a2—r)® BA) pene) (=) ane Oa 


et de méme 


Pe ale 8 y2 . Ok Dist nop 
es! Oat hea ste es =) + TMEGS Leeds 


<7 02), 8 3? I ” 2, = 
Ben, een (e gt SO (ae). ee 


Si nous ajoutons membre & membre ces trois identités, les 
termes du milieu disparaissent et il vient 


(6) wo) (+S + fa)=- 


€5) 
xe oy? ) 


af") 
4( age 
et comme nous ayons déja trouvé | 


wo((2) “BY 


ona en définitive 


(7) 
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le second membre est une fonction de 4; les surfaces 


==) CODSL. 


sont done des surfaces isothermes. 
On peut alors déterminer une fonction de v 


u=wv(A), 


de telle fagon que Aw =o. Pour avoir cette fonction uw, que Lamé 
appelle le paramétre thermométrique, nous ayons a intégrer 
f 


l’équation 
au 
Dale POD 
ae oe eee 
‘dh 


En intégrant une premiére fois et en passant des logarithmes 
aux nombres, on trouve 


du eae 
eee ry 
da Vi( eee 


(8) 


~ 


en désignant le facteur constant du second membre par bs pour 
2; 


simplifier l’écriture dans ce qui suit. Remplacons f()) par le pro- 
duit de facteurs linéaires correspondants ct intégrons entre — 
et A, nous avons 


Ble a 
“= Daryn ee ne ee ee 
2 Jw» ¥(a®— i) (B22) (C2 = 2) 


est done une fonction elliptique de w. Faisons comme au 
n?’ 203 le changement de variable et de notations 


a=*— h = p2 (py — ee), 
ral Seal de lem 8 


ce 


A= p?(pv —es3), 
la relation devient 


«oo i y 
ee fl a ee dp = j. d». 
p 2V(p—ei)(p—ez)(p—es) Wo 


On voit qu’elle est satisfaite si Pon pose 


Wi tae 


oo 
= 
wt 
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} est donc donné en fonction de wu par |’ égalité 


a?-+ O24 c2 


Pes : 


a 


— oF pu. 


On fera correspondre de la méme maniére un des arguments ¢ 


el wv aux coordonnées vp. et y. 
Les surfaces représentées par les équations 


: (iho Y = Voy = Wo, 


dans lesquelles wo, %o, o désignent des constantes, se coupent 


orthogonalement, puisque supposer, par exemple, que uv a une ya- 


leur déterminée revient a fixer une valeur de i. 
On doit done avoir 


ou ov = du av bs du do __ 5 
Ox 0x Oy Oy 0% Os aay 


et deux relations analogues. 


Expression duds* en fonction des arguments u, v, . —* 


Dans la formule trouvée au n° 202 
(nye) = 
f End ,2 
De tegen (i= ce 
(— A) (u—) dit (VA) vB) dy? 


+ CHE pw aE (F=") 


introduisons les éléments elliptiques : elle devient 


: ; 
oh =(pu—pe)(pu—pw) du? 


e ; 
5; + (pe — pu) (pe — pw) de?+ (pw — pu) (pw — pe) dw. 


205. Equation de la chaleur quand les variables sont les argu- 
ments w,¢, «v. — Dans l’équation 


eT oT 02 T 


AT == es 
Ox? oy Oz 


faisons le changement de variables 
Le o(2z, Vy), 
eo guom (2; JV; &) ’ 
w= (x, ¥, 5); 
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si les fonctions 9, 4, y sont telles que les surfaces obtenues en 
donnant & wu, °, des valeurs constantes sont orthogonales et si 
Yona 


Péquation transformée sera 


I OUR oe 1 oT 


I 
— —«e— + a a —_—-— oo — CO 
L2 du? M2 dp2 N?2 ’» 


Ow? 
L, M, N étant définis par cette condition que la formule four- 
nissant ds? est 

ds? = L? du? + M? dy? N?2 dw?. 


Admettons, pour un instant, ce résultat et appliquons-le au cas ot 
les nouvelles coordonnées sont les arguments elliptiques.w, ¢, (v. 
Nous trouverons pour l’équation transformée 
I oT 
(pu—pe)(pu—pe) dur 
I oT I oT 


By (pe—pu)(pe— pw) dv? ax (pw—pu)(pw— pe) dwz 


ou bien 


0 


eT oT 
(pe—p) aE 


o7T 
+ (pw—pu) a8 + (pu — pe) aor 


Vérifions le résultat que nous venons d’admettre : on a 


oT oT Ou OT ov OT ow 
—= Se 
Ox Ou Ox Ov Ox Ow Ox 


puis 
@T _ OT (du)? BT du oe oT du 
dat dat (ae). t3*°* Sage nade Ore Rea 
oT #8 /w\? 5 OT dude OT tw 
oy?, du? \dy) '*°"" “dude oy dy Pol Gudyt oe 
eT #8T ae , @T du de | OE tu . 
dat Ou" Noda). | 0%. ou Oe Oz ide 21 new oa peas 


s 


~ 


En ajoutant membre 4 membre ces trois égalités, en se rappelant 
que les surfaces P 


i = const., v = const., sw = const. 


~~? 
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+s 
N 


sont orthogonales et que Pona 


Au =o, Ap =—="05 Aw = 0, 
on obtient 
x 02 T du? Ou? u\? 
at= Fa (ae) +(e) + Gs) | 


Il reste a vérifier que 


Ou fe PN Sa “ % 
\oe oy) © 
et les deux expressions analogues se déduisent, comme on la 
annoncé, des coefficients du ds? exprimés en fonction de uw, °, v. 


Or 

Ou ee Ou seep hol \ tp du\?[ /0). pe OA\?  (Or\? 

Ox oy : Os) \'dx 4 Ox oy "\ ag : 
ou, en remplagant les deux facteurs du second membre par les 
expressions (5) et (8) trouvées au n° 204, ~ é 


(BY +(B) + (4) = 5 ae 


Mais, comme 


(s—A)(s— wp) (s—v) 
OS as Bye)’ 

ona : : 

uate 08) (Ne) Oy haw 
Done. : 

du? du\? ou? I , 

(a) +(5) +(z) ~ a (pu—pe)(pu—pw)’ 

; eT  8T 

le facteur 9? se retrouve dans les coefficients de Son Shas: Ona 


donc bien la forme annoncée. 


Ainsi, _quand on prend pour nouvelles coordonnées d'un point 


~ les arguments ‘elliptiques u, , w, léquation 


eT port or - 
= Ie + Oy oa = 


272 
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devient 
OT 02 T 


(pe— pe = +(pw — pu) —> +(pu— pe) = 


206. Solutions dépendant d’une équation de Lamé. — Essayons 
de satisfaire 4 Péquation précédente en posant 


T = F(u) F(e) F(@), 


F désignant une fonction pour le moment inconnue; il vient 


s (pe —pw) 4 Fo) E(w) Y 
(9) + (pe — pu) Bw, F(w) 
+ (pu—pP) eT Ee) ==n0. 


Or si nous supposons que F'(v) est une intégrale del équalion dif- 
férentuiellg 


ee = (Apv+B)z, 


ott A’et B sont des constantes, nons avons . 


oe 67 Spo: 
Tar (APY + B)F(u), 
d?F(e) 

aoa, = (Ape +B)F(e), 
d? F(w) ee : 
ae = (AP + BDF (ew), 


et Péquation (9g) se réduit a Videntité 


© = F(u)F (+) F(w)[(pe—pw) (Apu+B) 


+(pw—pu)(Ape+B)+(pu— pe)(Apw + B)]; 
par suite 
i oe 


Ainsi on peut construire une fonction T yérifiant ’équation 
AT = 0, chaque fois que l’on connait une intégrale de Péquation 
d®z 

Toi = (APP + Bz, 


ott A et B sont deux constantes arbitraires. Laméa démontré qu’en 


oes 
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donnant 4 A une valeur de la forme n(n—+-1), m entier, on peut 
intégrer l’équation au moyen des fonctions elliptiques pour des 
déterminations conyenables de B. Il obtient ainsi, pour chaque 
valeur de Venter n, des solutions particuliéres de léquation 
AT = 0, a l'aide desquelles il forme la solution générale de cette 
équation pour le probléme que nous venons de traiter. 

L’équation obtenue en faisant A = n(n -+-1) s’appelle éguation 
de Lamé. Nous reviendrons sur cette équation dans le Chapitre XI. 


EXERCICE. 


-Quadrilatére articulé. — Soit un quadrilatére plan articulé dont les 
cOtés ont pour longueurs a, 6, c, d; appelons a, 8, y les angles des cétés 
a, b, c, parcourus dans un méme sens de circulation, avec le cété d. En 
projetant le contour du quadrilatére sur le cété d et sur une perpendicu- 
laire ace cdété, on a deux relations que l’on peut écrire 


ar+by+cs+d=o0, 


(1) ; a bo 


ou Von pose 


SG nas Co eae ee CP OA, are 


En regardant x, j,.s comme des coordonnées courantes, on voit que la 


-premiére des équations (1) représente un plan et la deuxiéme une surface 


du troisiéme ordre; leur ensemble représente done une cubique plane. Les 
coordonnées d’un point de cette cubique pourront s’exprimer par des fonc- 
tions elliptiques d’un paramétre wi 


etl= flu), ei = o(u), z evi= V(t). 


En faisant varier u, on’pourra étudier la déformation du quadrilatére. 

Si le plan et la surface (1) sont tangents, la’ cubique devient unicursale 
et les fonctions /, 9, Y peuvent étre remplacées par des fonctions ration— 
nelles. (Darpoux, Bulletin des Sciences mathématiques.) 


-- ; —————S- (» — 
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207. Division par deux de la période 20. — Considérons les — 
fonctions de Jacobi 


HiGG), Sell Gas), Ole), Onna 


construites avec les deux périodes 2m, 2w', et en méme temps les 
fonctions 


H(w ae w'), Hy (w sp '), a(u = '), (uw =a w’), 
2 2 Cape 2 


construites avec les deux périodes w et 2w’. On a entre ces fone- 


irons les relations suivantes, dans lesquelles A désigne un facteur 


constant ¢ ; 
H (u =; o') = AN (a) II, (w), 
ee 
te) (« oe oy) = AO(u)0,(u), 
(i) 


i (0) 
t(ofBee) am (no 2) (28) 
i (w ne 


La premiére de ces relations se démontre en remarquant que les 


H (w 


ont relativement Aux périodes w et 2’ les multiplicateurs définis 
par les égalités 


fonctions 


a) et H(u)H,() 


f(u+w) ead) 


27% 
— — (+ 


f(e+2w')=—e ° 


mf (w) 


et admettent les mémes zéros dans un parallélogramme des pée- 
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riodes : le rapport de ces deux fonctions est donc une constante. 
Pour déduire les trois autres relations de celle qui donne 


@® ° 5 
H(w | = 0’) il suffit d’y changer successivement w en 


. ro) ete OD 
uw, Ut—,» U+w'+—.- 
2 2 
On peut, également, vérifier' les relations (1) en se servant des 
expressions de H, H,, 0, @, sous forme de produits infinis (n° 80). 


208. Relations entre les modules et les multiplicateurs. — 
Soient k et g le module et le multiplicateur correspondant aux 
périodes 2w, 20’; et soient k,, g, le module et le multiplicateur 
correspondant aux périodes w, 20’. 

- On a, @aprés la définition du module et en tenant compte des 
relations (1), 


H, (0 sg v') H? (3) en? 
"EY REE AS Seat AR CN RY Beg a 


® — Gee on 
=>) w! OF ( — dn? — 
2 2 2 


Mais si, dans les formules du n° 78, relatives 4 l’addition de la demi- 


Bris . w 
période w, on fait w= — 5? on trouve 


a(s)=0() (3) =m(3) 


on déduit de la successivement 


‘ w (0) — | Ww o) t 
dn-=/k, en— = Vk'sn -, sn — = ————. 
: 2; X a SN ee 


D’aprés cela 
— k Vi— k?2 1—k 
(2) Vim Ay = or =e 


Cette relation peut encore s’écrire 


(2) 1+ k= 
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D’aprés la définition méme du multiplicateur (n° 94), ona 


AEH oy, 
L- 9/ f-BKG) 


ii (0 2 ; 
J 2 ; 


2 
: vii e(0* 


Tg 


La valeur de g, peut s’écrire successivement 


1 H’(0) Hy(0) 


k 
61= &——=? 
vk 


et, en remplacant ky par sa valeur tirée de (2), on trouve entre 
is multiplicateurs g et gy la relation suivante : 


O} 


(3) s=s+k), 


A parur de maintenant nous supposerons les quantités w 


if 
(aD) A 
el — réelles, 


209. Relations entre les intégrales K et K,. — Posons 


ela 


SS iG et [eee ee 


Ki ds 
~ 4 2 
Vi— k sin? er 


Nous avons déja remarqué que de l’équation différentielle vé- 
rifiée par s = sn(u; k, g) (n° 93), 
He eke Fi whee od 
— 1— 37) (1— kz? 
du =gV( ( x 2 
on déduit 
ie dz 8. 
sw oa = 
Jo V(I— 22) (1 — Kh? 32) 
ou bien 
go=K. 


On obtiendrait de méme 
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et, en divisant membre 4 membre ces deux égalités, on trouve 


K g 2 


oh 


K, &1 1k 


puis, en se reportant a la relation (2') entre les modules, 


Ki= Ky (1 ts ky). 


210. Calcul de K quand *& est donné. — Supposons le module k 
‘réel, et compris entre o et 1, par exemple; et concevons qu’on 
applique plusieurs fois la transformation précédente ; on trouvera 


successivement 
Kj= K, (1 i ky), 


Ky = Ko(1 = ko), 
Kr1= Ky (1 an kn); 


puis, en multipliant membre a membre toutes ces égalités, 


K = K,(t-+ ky) 1-+eka) «(+ An); 
comme ona 


wla 


K,= f 2 > [ do =~, 
vy VYi— k2 sinto ie 2 


on a aussi, quel que soit 7, 


(0+ hi) (1+ Ra) ee + kn) <K; 


k, est toujours positif; le produit qui est dans le premier membre 

ya done constamment en croissant quand n croit, et comme il est 

constamment inférieur a K, il tend vers une limite quand nr aug- 

mente indéfiniment. If en résulte que ’, tend vers zéro et par 
. m . . ria 

suite que K,a pour limite <3 On a done 


K= +R )4 Be Uda) 


Cette formule est utile lorsque lon veut calculer la valeur numé- 
rique de K, en supposant £ donné. On la met sous une forme plus 
commode pour les calculs numériques en posant 


k=sin0, 
APPELL ET LACOUR. : a 
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ce qui donne, en se reportant a la formule (2), 


6 
k, = tang? s 


puis 


§ i 
ky = tang = sin), 


on en déduit 


I 
1+ kj =———» I+h,= 


I 
cos? — 6 


et, par suite, 
vic 


(Voir Durice, Theorie der elliptischen Functionen, 4° éd., 


Leipzig, 1887, p. 204.) 


- : I - 

Prenons comme exemple 4? = =3 Ve=yoo. 

Dans ce Tableau de calcul, on a séparé par plusieurs points le 
nombre de son logarithme, de sorte que l’on a mis 


INSeeeraare 


De plus, les logarithmes a caractéristique négative sont augmentés 


de 10 
§.='45°.0' 07,00 Oy 
I O9Al I I 
— ) = 22°30'0", 00 - 6, 
» 
I L 
tang—0.... +. 9,617 2243 tang = O1-. 
1 ie he I 
cos = 0....... 9,965 6153 cos — 0, Smt. 
i) . tang? ~ 04 | 
.. 9,984 4486 a 
1 sin 45 
0; =O) Bie 
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i) : 
ky = tang? — = sins, 
2 


t* I I 
= cos? —@ cos? — 6; cos? —85.... 
2 2 2 


9° 52/45", 41 8. = 0° 25' Go", 74 


4°56'22", 70 0° 12/50", 37 


8,936 6504.5 


«l 
lang iy Qy. oye 


9,998 3840.4 cos . Ease chore 


7,873 3009.0 


0,000 0000, 


9,999 9970.07 


44 5523. 4° 


? 
w 


3 


al 


Os 
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I 
cos? = icra octane a Ae aud -ots 9,931 2306.0 


i) 


posta By ins: - 5.32 9,996 7680. 


: 
Gost erat eam roe ene oe 9,999 9940.0 
a 999 95 

au 

one tet Hare eee oe ac 9,927 9926 

2 

T 

ae rue ne or ST, Bere era 0,196 1198:7 
2, 

Oeste he Sele Sok Sa 0,268 1272.5 


211. Calcul de la valeur de l’intégrale 
[ —<——_. 5 
ost T=? sin? 
quand / et © sont donnés. — Soit zs =sn(u; hk, g); ona 


gua [ 
¢ V(r a2). Cr = 222) 


3 = sing, 


Upe= 
& se i nc. 


de sorte que, wu et 9 étant liés par la relation précédente, on a 


ou en posant 


sn(u;k, g) = sing; 
on s’assure aisément que 


cn(u; k, g) = cose 
et 
dn(u; ki g)= vi-—Pk sin? @. 


Considérons en méme temps 3, = sn(w; ky, gy); en posant 


—— de, 
sil = 
Vi— Kk? sin? o, sin? or 


sn(u; ky, g1) = sing. 


on aura 


on 
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Si maintenant k et g correspondent aux périodes 2, 2 et Si 
k, et g, correspondent de méme aux périodes w, 2m, om aura, 
comme nous l’avons yu, 

FSi oe ai Ay, 


eid, 2 


Alors en prenant le rapport des intégrales dont les limites supé- 
rieures sont get o,, on trouve 


E ae It ky ib dei 
1 ____ = Ae ee ee 
+o vr—k sin? ¢ ae G Vi—k? sin? 94 


et Pintégrale dont la limite supérieure est 9 se trouvera ramenée 
4 Vintégrale dont la limite supérieure est ¢,, quand nous aurons 
obtenu une relation finie entre © et Oy. 

Cette relation, que l’on pourrait former par des considérations 


géométriques, nous sera utile sous la forme 


tang(9i— 9) = kK’ tang, 
ou bien ey 
tang o,— tango 
eee La, 
1+ tang 9g tango, fe 


ou encore 
(1+ k') tango 


tangq,= 
ot eae tang? 


Pour vérifier- cette derniére égalité al suffit de remarquer que 


‘ 


bee eee H(w) 
OP ELE DB, /ke Ie 


et de se reporter aux formules (1) du n° 207 donnant H (u\ 2, w') 
9 
Ww ! ; . 
et H, (u|s w : on trouve ainsi 
H(u)H;(u) 


H(u+ = )H(u—2) 
; 2 2 


Transformons le dénominateur du second .membre d’aprés 
Videntité, facile a vérifier, 


H2(0)H (u+ *) H (u— = | er (S) me cu)— 1 (2) H3(w), 


Vij tang 91 = — 


oo 
nn 
“I 


TRANSFORMATION DE LANDEN. 


nous pourrons écrire 


Vr anes A(w) H,(u) HF (0) 


we (2) myc) Hy (3 ) H2(w) 


ou en divisant les deux termes du second membre par H? CS 7) H? (u) 
\ 2 


> 


tango 


utes 
Hi (>) H2(u) 


pas (2) Hj (a) 
2. 


ad , 
C désignant un facteur constant; pour déterminer ce facteur on 
divise les deux nombres par u et lon fait ensuite tendre wu vers 


tango,= C 


> 


zéro, ce qui donne 


En tenant compte enfin de la formule (n° 208 ) 


W 
cn2 == 
2 
— k', 
( 
sn2 = 
2 
on a bien 
1+ k') tang 
tang 4 = Gere ane 
1— k' tang?o 
ou encore - . 
; tang(o,—9) =f’ tangg, 


comme nous voulions le vérifier. 
Cela posé, concevons qu’on applique plusieurs fois de suite la 
méme transformation; en posant pour abréger, d’aprés Legendre, 


i ¢ 
tof eee 
Jo YI—F*sin29 
nous aurons successivement 
t-e ky 


F(o, k)= F(9, ky), 
c ae 
ei ea as ks), 
ae 
F(On-1, Kn-1) =| : F(9n, An); 
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et en multiphiant membre 4 membre ces égalités 


+ K CD Vic se Ken, 
F(o, k)= Gah) Ue eee kn) 


att 


Supposons maintenant que nm augmente indéfiniment, nous 
avons vu que /, tend vers zéro et l’on en conclut 


lim F(9,, kn) = lim On. 


Comme d’autre part on a trouvé (n° 210) 


“(1+ hy) (1+ hy)... = K, 


on voit que, en définitive, 


F(e,k)= 2B him ey 


ree gr 


Pour calculer successivement les angles 0442097) <q) Ong ee 
nous aurons les formules 


1—k' 

tang(o, —« = k' tango ki = : 
BCe1 =") go, seem 2) 
tang ( ) ki, ta Fe ee sests 
n —~9 =. n =e 
8 (92 1 1 3 P1> 2 1+ Fk; 

+ Pee es ee Ft hee SAR =. MM a ae 
1— ky 

tang (On— On—-1) = ki, tango ee Ls 
(On n 1) n-1 §$Pn-1; n ey 


Quand n est trés grand, k, est trés petit, comme nous l’avons 
vu; alors x),_, est trés voisin de l'unité et l’on a sensiblement 


Gn— On-1 = On-1 


ry 


ou bien 
On = 2Pn—-15 

alors 
Gn ont, 
gn yn-1 


Done, a partir d’une valeur suffisamment grande de n, = 2 " reste 


sensiblement constant et Pan apercoit ainsi que es ae vers 
») 


une limite quand n augmente indéfiniment. 


Exemple numérique. — (Nous lempruntons encore a la 
Theorie der elliptischen Functionen de Durége, p: 205.) 
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Soient 


e=-, 1” = 30° 
5 t 


les valeurs données de k? et de 9. 


* Il résulte d’un calcul précédent que Yona 
cL eae 0,072 0073.8, 


k' =cos)..., 9,849 4850, 
ki = 0s}. «.. . ~95993--9 

k, = cosy.... 9,999 9878.9, 
k', = cos93.... 0,000 0000..0, 


Voici maintenant le calcul des angles 9,, 92, 93 : 


9 = 30° oy = 52°12'27", 56 $2 = 104°0'0", 14 
tango....... 9,761 4394 | tangg,..--.> 0,110 4374.9 | tangg2...-+- 0,603 2276.5 
ae 9,849 4850 | ky.....6. 005 9,993 5118 SE ile th Paced 9,999 9878.9 
lang(o;—).. 9,610 9244 tang (92— 91). 0,103 9492.9 tang(3— 2): 0,603 2155.4 

Oy —.0 = 22°12'27", 56 ®o— Oy = 51°47 32", 58 3 — $2 = 104°0' 1", 40 
py = 52°12'29", 56 og 104° 0 07,14 3 = 208°0' 1", 54 


On prendra ici comme valeur approchée de lim 2 le rapport 
: git 


O3 


: < : 
58 = 5 (208° 154) = 93600", 19. 

Pour exprimer cet angle en parties de rayons on divise le 
nombre de secondes par 206 264,8 > 


; Log 93 600",19 = 4,971 2767.9 


Log 206 264",8 = 5,314 4251.3 


9,656 8515.7 


Log ee we 0073.8 


LogF(9, &) = 9,728 8589.5 


{ 


F(¢, k) = 0,535 6221 pour 9 = 30° et e= ~. 


Remarque. — Lorsque le module est devenu trés petit le 
calcul des modules suivants peut se simplifier. (Vorr J. Bertrann, 


; Calcul intégral, p. 661.) 


ee 


360 EXERCICES SUR LE CHAPITRE X. 


: EXERCICES SUR LE CHAPITRE X. 


Division de la période 2» par un nombre impair n. — 1. En posant 
2Ka 


avec Jacobi [n° 83] S(v#)=0 ( 


\ 


) verifier dentine 

= rs 25 a 2% a 

3(2)3(#+22).5]e+(n—y S| =i Ca (am, qi), 
ra 


ou Yon suppose que, S(a:) correspondant aux périodes 2w et 20’, F(a, q”) 
oe 20 Bite 
correspond aux ‘périodes ag oe w’, et oi C désigne un facteur constant. 
(On peut-remarquer que le premier membre d’une part et S(na, q”) 
d’autre part sont deux fonctions qui admettent les mémes multiplicateurs 
pour les périodes 2, 20! et qui ont les mémes zéros dans un parallélo- 
gramme des périodes. ) 
On a une verification intéressante de l’identité précédente en considérant 
le produit infini qui donne S(na, g”), savoir 


CS(nx, 9g”) = (1— 2g" cosrxnax + g?”) 


< (1 — 295" cosane + gor) (T— 2g5" cosanam+.qior).._. 


et décomposant chaque facteur de ce produit d’aprés Videntité suivante 
(théoréme de Cotes) 


CE 
ge cosone + qin=| i [:=29 cosa (a+ =)+e| 
= 


P= 0, Fy 2)..2 3, M4 


pour 


ou, ce qui reyient au méme puisque nm est impair, 
7 
5 0p Lye ces REN 


D'aprés cette vérification, Videntité résulte de ce que, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut’ remplacer plusieurs facteurs par 
leur produit effectué et réciproquement. 


2. Vérifier la formule 


n—1 


(—1) 2 a(w)% (a+ =) her [ee (n=) =| = C!S, (ax; qs 
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Kz 


ou 3,(x) désigne la fonction H ( ) C! une constante et 2 un nombre 


au 


impair; de plus, 3,(a) correspondant aux périodes 2 et 20, 5, (nx, q”) 


Aho 209 ji 
correspond aux périodes —, 20’, 
n 


3. Des formules des deux exercices précédents déduire la suivante : 


onKWa SOU 2K 27 2K 2% 
o (-——_.,, A”) ) >= Csn — a sn —(av + —}...sn — | kl Slice é 
i T ™ r 


n 


i. 


, ? c (nr) C (72) . 5 r oT zee Rieouce U 
ou Von suppose que k et K'® correspondent aux périodes —, 2 
: n 


comme & et K correspondent a 2w et 20’ et ou Cala yaleur constante 


4. Division de la période 2 par le nombre 2. (Notation de Weier- 
strass.) — Etablir la formule 


p ( 


(ou les symboles p sans indication de périodes sont construits avec le couple 


(e1 — €2) (€1— @3) 


1) 
—,0')=put+p(u—w)—pwo=pur 
2 pu—e. 


primitif 2, 20’). 


——— 9 
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FONCTIONS A MULTIPLICATEURS CONSTANTS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PERIODIQUES DE SECONDE ESPECE. 


212. Définitions. — Rappelons d’abord qu'une fonction /(w) 
est dite méromorphe (n° 4) quand elle est uniforme en wu et 
n’admet, a distance finie, aucune autre singularité que des poles. 
Or, dans plusieurs questions de Mécanique et de Physique mathé- 
matique, on est conduit a étudier des fonctions méromorphes en u et 


se reproduisant multipliées par des constantes » ou p! quand on - 


ajoute & w une ou l’autre des périodes 2w et 2w/ (dont le rap- 
porto! t west imaginaire ). L’une quelconque de ces fonctions F(w) 
vérifie done deux relations de la forme 


F(u+ 2w'!) = pF (zu), F(u+*%20') = pw’ Fw). 


Hermite, qui a fait l'étude des fonctions de cette nature (Sur 
quelques applications des fonctions elliptiques, Gauthier-Villars, 


1885; OF uvres, t. Il, p. 266), leur a donné le nem de fonctions — 
doublement periodiques de deuxiéme espéce; ces fonctions se — 
réduisent aux fonctions doublement périodiques ordinaires ou — 


fonctions elliptiques, quand les deux multiplicateurs constants 
ety’ se réduisent a Punité. Quand les multiplicateurs pet u! seront 
donnés, nous appellerons les fonctions telles que F(w), fonetions 


aux multiplicateurs constants » et y!; les fonctions elliptiques 


sont alors des fonctions aux multiplicateurs 1 et 1. 
Les relations 
F(u+ ow) =pF(w), 
F(u + 2w') = yp’ F(u) 
entrainent évidemment la suivante ot m et n sont des entiers po- 
sitifs, négatifs ou nuls : 


F(u+2muo+2nw') = pmy'rB(w), 


* ¢ bo 
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Il en résulte que, si la fonction F(w) admet un pole u =a, elle 
admet comme poles, au méme degré de multiplicité, tous les 


points homologues 
an n=aA+2MwH+2nw’', 


Si le résidu relatifau pole a est A, le résidu relatif au pole Gn.» 
est uu" A. De méme, si la fonction F(w) admet un zéro u = 6, 
elle admet.comme zéros, avec le méme ordre de multiplicité, 
tous les points homologues. 


Exemples. — Voici quelques exemples de ces nouvelles fonc- 
tions. Soient A, « et Ades constantes; la fonction 


H(uw—z) - 
=X hut 
fee) Hi uw) 
est une fonction aux multiplicateurs 
ima os 
b, —— _ +2/0)' 
Peres UE, ie ea 
En effet, les relations fondamentales 
H(u+2w) =—H(u), ~ 
pee ede (e+ W’) 
H(u+ow')=—H(u)e ® 


donnent les suivantes : 


f(u+ 20) = flu) e2ho, 
: Ralee : ES 20" 
f(u+20') = f(u)e : 
La théorie du pendule sphérique nous fournit un autre exemple 
de ce genre de fonctions. Nous avons trouvé, en effet, pour «+ ty 
une expression de la forme suivante (p. 100) : 


o(w+a)c(u—b) , 
0 Uae 
o*u 


e(u)=A 


Bitty D3 A désignant des constantes. Or, d’aprés les relations fon— 
damentales 


c(U+ 20) =— emutolsy, 
o(u+ 209’) = — e2'(u+w Fu, 
. vs . . iy 
cette fonction © vérifie les relations ; 
we o(u =A 2) = e2q(a—b'+ 2h o (uw), 


g(u+20')= e2ni(a -b)+2hw! ¢ (wu); 
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c est donc une fonction aux multiplicateurs constants 


oe e2nla— b)+2)w | 


i e2n/ (a b) +2)! 


Dans la théorie que nous allons développer, nous supposerons 

les multiplicateurs vet»! donnés et nous formerons les expres- 
sions analytiques des fonctions qui admettent ces multiplicateurs. 
Hermite a indiqué, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamentales des fonctions 
elliptiques. 
- L’une de ces formes donne la. fonction comme le quotient de 
deux produits de fonctions H ou ¢ : elle met en évidence les zéros 
et les péles de la fonction. L’autre forme est analogue a la for- 
mule de décomposition en éléments simples; elle met en éyidence 
les péles et les parties principales correspondantes. 

Les seuls éléments analytiques nécessaires pour cette théorie 
sont les fonctions H ou oc. 2 


I. — Décomposirion EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 


213. Expression générale des fonctions 4 multiplicateurs con- 
stants. — Soit() une fonction aux multiplicateurs constants 
donnés p. et py’. Par hypothése, cette fonction est méromorphe 
et vérifie les deux équations 


(1) 


\ F(u+2w) =pF(u), 
( F(u+ 20') = p'F(w), 


ou le rapport ay :w est pup. imaginaire, 
Pour obtenir une premiére expression de la fonction F (w) re- 
marquons que la fonction particuliére 


a 4 H(u—a2) = 
(2) LS a ee ; 


considérée dans le numéro précédent, vérifie les relations 


f(u+2) =pf(a), 


(3) ‘ 9 t ‘ 
{(u+ a0!) = p'f(u), 
iu a 


- +2)’ ; 
{4) ee Om 1 eee 
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On peut toujours disposer des constantes 4 et a de facon a faire 
prendre a ces multiplicateurs des valeurs données a Vavance. En 
effet, u et vu! étant donnés, ona 

i { ? 


5 1 I 
A= — Loew 
20) cola weer) ~ 


(5) ; 
|] a = — (wLogu'—w’'Log,), 
S tT 

Log » ayant la méme détermination dans les deux équations. 

Avec ce choix des constantes } et a, on a, par la formule (2), 
une fonction particuliére f(w) aux multiplicateurs donnés p et p’. 
Mais alors, si l’on revient 4 la fonction générale F(w) aux, mémes. 
multiplicateurs, et si l'on observe que w!; est imaginaire, on 
peut dire que 
F (2) 
S(%) 


(6) . DCE 


est une fonction elliptique aux périodes 2w et 20!. En effet, 
quand wu augmente de l’une de ces périodes, F et-f se reproduisent 
multipliées par le méme facteur et ®(w) ne change pas. 

On obtient ainsi une premiére expression générale des fonctions. 
aux multiplicateurs constants » et», en prenant 


F(a) = A edu soe 


a) 
i P(u), 


les constantes ) et a étant déterminées par les relations (5) et ®(u) 
désignant une fonction elliptique aux périodes 2 et 2w!, 


214. Décomposition en facteurs. La formule de décompo- 
sition en facteurs se déduit immédiatement de.ce résultat. En effet, 
la fonction elliptique ®(w) peut se mettre sous la forme suivante 
(n° 40) : a i 
H(u — 6,) H(u— b2)...H(u— b,) 


Se H(u—a,) H(u—a,)...H(u—a,)’ 


avec la condition 
(7) G4 ba 5—. 5 Op = Oy a5 Ey = Gp. 


La fonction aux multiplicateurs constants » et pv’ peut donc 
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s’écrire 
* H(w— a) H(u— 6)... H(u— by) 


8 tw yenben 
(8) EU ee H(uw) H(u—a,)... H(u—a,) 


Telle est la formule de décomposition en facteurs. Elle conduit 


aux conséquences suivantes . 


1° Une fonction & muitiplicateurs constants possede, dans 
un parallelogramme des périodes, autant de séros que d’in- 
finis. Cela résulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, ib 
entre autant de fonctions H au numérateur qu’au dénominateur. 


2° Sion considére, d’une part les séros, d’autre part les 
infinis que posséde une fonction aux multiplicateurs vu. et p 
dans un parallélogranime des périodes, la différence entre la 
somme de ces zéros et la somme de ces infinis est égale a 


(w Log p’ — w' Log), 


tn 


a des multiples des périodes pres. 


En effet, la fonction F(w) définie par la formule (8) a, dans un 
parallélogramme des périodes, des infinis homologues des points 


O; a, Ad, ay 


’ 


et des zéros homologues des points 


es 


PH Orne Ate Naw tet 


La différence entre la somme des zéros et celle des infinis est 
done 


(9) «+ b+ bo+...4+ bp —(a44+ Get... + @) + 2mMo+2anw’'; 
si on tient compte de la relation 
by + bg .e. t+ bp = ay t+ Ag+... 4+ ap, 


et de la valeur (5) de «, on voit que la différence considérée (9) est 
Es (w Log vp! — w' Log y+ anw' 
iz 40g | w Logy.) +2mw+anw’, 


ce qui démontre le théoréme. 


Gwal 
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os - Changer les déterminations choisies pour Logy’ et Logu. re- 
vient a modifier les entiers m et n. On pourrait, par exemple, 
choisir les déterminations des deux logarithmes de facon a 
-> . annuler m etn. 


sa Remarque. — Il est évident que la fonction F(u) donnée par 

if. - la formule (8) n’admet pas nécessairement, d’une maniére effective, — che 
’ le pole uo : carun des zéros b,, by, ..., 6, peut étre égal ao Ses 
= ‘ou homologue de o. De méme, cette lanenan: n’admet pas néces- “ 


be o sairement ‘le zéro o. aay =! ‘ eS 
2 hes deux théorémes que nous venons d’énoncer admettent Fax. 
= réciproque suivante : 
- 


ia 


ae ese Sil on. considére uneexpression de la forme , 
. ed oR 
ie : Heb) AG bo: ee 
5-6 Z. = Ke i By c 
| Se =A Fea Hla a) Waa). a a) 


> : 
dans laquelle les constantes e @,. SS woe Op Dy O45 422) Op VE- 
- rifient les deux relations =e 


° 


EERE eer mene Ressrany 
Spee eae Spee aaa : fe yey 
“ate Oo ate ee aa a) = 7a (© Loew o' Log SE). 


ON) 
» ee ime a # 


sont égaux. sATT,, la: fonction: 
ila deuxiéme des rela eas 


ne ¢ 
¢54 pati 24. 


-- * 5 


Pre) oa Ge 
rte Sieh 
SS = 


- 


aS ie) ecto aa 
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Quand les multiplicateurs v. et uw sont quelconques et ne 
vérifient pas la relation 
Ler ' 
(11) ea Logp’— w' Log) = 0, 
pour des déterminations convenables des logarithmes, toute 


fonction aux multiplicateurs » et »! admet au moins un péle: 
simple dans un parallélogramme des pértodes. 


En effet, si la fonction F(w) donnée par la formule générale (8) 
n’ayait pas de poles, elle n’aurait pas de zéros (n° 214, 1°), et cette 
fonction se réduirait a la fonction 


F(u)=B edu, 
dont les multiplicateurs- 


ef ‘ 
w= erro, ps.’ = e2w! 


vérifient la relation (11) que nous avons écartée 

Il y a done au moins un pole. D’ailleurs, il existe des fonctions 
avec un séul pole dans un parallélogramme de périodes. Telle est, 
par exemple, la fonction déja considérée 


er Cys 2) Ww, 
TO) = Awa e eh 


ou A et x sont déterminés par les équations (5), Cette fonction 
a, comme poles, le point wo et les points homologues. Telle. 
est encore la.fonction 


f(u—ey=A 


H(w—o— a) ehiui-v), 
H(u—e) - 


ot g est une constante quelconque; cette foncuien admet, comme: 
poles, le point w= ¢ et les points homologues. 


216. Fonctions a SEE QE spoons — Nous dirons. que 
les multiplicateurs uv. et ue sont spéctaux quand ils vérifient une. 
relation de la forme 

w Logy'’— w'Logu = 0, 


pour une détermination convenable des logarithmes. Dans ce cas, 
il existe une fonction partout finie dans un parallélogramme des. 
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périodes et admettant les deux multiplicateurs : cette fonction est 


2. A edu, 
) étant déterminé par les deux relations compatibles 
ie ; : eens Logy. Zt Log p 
2w 2,0! 


e fonction la plus @ générale F(w) aux multiplicateurs spéciaux p. ss 


et vu’ est alors 
F(u)= Ae (w), 


(w) désignant une fonetion elliptique. Une fonction elhiptique, 
non Pedite a une constante, a au moins deux poles simples ou un 
pole double dans un parallétogramme: done, si la fonction F(w) 
ne se réduit pas a une simple exponentielle A ce, elle admet dans 
un parallélogramme au moins deux poles simples ou un pole 


double. Telles sont les foactions 


sl = - Diicompostrioy EN ELEMENTS SIMPLES. 


f( oe “= 2) u“ 
eee Shey - Beet ; 


~ ~ 
: 
od 


con stantes det: 2 étant déterminges peas les équations— 


=e et aux ‘points Bore 
elle dive cle le pede 


bu snte, ein[Z(u— a) — Mu —b)) Ya cee 
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/ 


et la fonction /(w) devient 
H'(o) H(u— 2) 
Said Ae eT ao ENE 


Xr tt 


Cette fonction, f(w) constitue Vélément simple introduit par 
Hermite pour obtenir la deuxiéme expression générale des' 
fonctions aux multiplicateurs v. ety’. Elle vévifie les deux relations 


(| f(ute2w) = pf(u), 
| f(ut+ow') = p'f(u); 


(13) 


elle admet comme pole simple le point w =o et les points homo- 
logues. Au pomt w =o son résidu est 1; au point w= 2muw-+-2nw , 
m etn étant des entiers quelconques, son résidu est pu", comme 


il résulte de Péquation 
J(u amo -+2nw') = pp fu), 


conséquence immédiate des relations (13). Si dans ces relations on 

change w en u—p,-¢ désignant une quanuté quelconque indé- 

pendante de w, on a aussi 

14) Liu —~ 20) = pfu 6), 

(14 sr 
 flu—¢ o0')= p' f=). 


La fonction 


a seu HCo)} (a =P =a) 
oy TO) a EY Rh Re 


enue), 


regardée comme fonction de u,a done les mémes multiplicateurs pu. 
et u! que f(z) : elle admet comme poles simples le point u=¢ et 
les points homologues, le point w= ¢ avec le résidu +1. 
Il est intéressant de voir quelles sont les propriétés de cette 
méme fonction /(u—¢) considérée comme fonction de ¢. Si dans 


s ° : tne 
les relations (14) on change wu en w— 2w on obtient deux nou- 
velles relations que nous écrirons comme il suit : 

i ; 
= == 2. ti) tt == 
J | ») ri J( ), , as 


J(u— 9 — 20’) = gif 8). 


Ces relations montrent que /(& — °) considérée comme fonction 


hn ‘ Sas 3 if r: 3 og a 
devest une fonction AUX multiplicateurs uuverses — et ae Cette a 
. eo ea “ Pa al 


FONCTLONS A MULTIPLICATEURS CONSTANTS. 37 if 


Dacian de » admet comme poles simples le pomt v»=uetles - ~ 
points homologues, le point ¢ = w avec le résidu —1. On vérifie, 
en effet, iene nent, que le produit (e —w) f(w—e) tend 
vers —1 quand ¢ tend vers w. ‘ 


218. Formule de décomposition. Cas des poles simples. — Soit * 
une fonction F(w) aux multiplicateurs non spéciaux uv ety! Sup- 
be posons dabord que cette fonction n’ait que des poles ee ho- 7 
mologues respectivement de certains points . 


T=) Re ee als ; 
et soient marty a ys 
age ja ABs Se : fran maat Se ae 
aS. - . ” a < ; 
| ee . ; STD ad : oN 
a gins résidus de F ‘(w) aux spouts a, 4, dae Be 7 a . a be 
a _Considérons la diflérence Ms ~ 


oa ae Wu) = Cay RFT tah Bf(u—6)—.. Lh flu 1). 


aul 


a : Nous allons montrer que cette difference est identiquement me ; 
eo En effet, Ww) est une fonetion aux. muluplicateurs et py’, car = 
elle est” oe somme de fonctions. E(u), OWT wera, Pint OS 
aS —mettant, séparément ces multiplicateurs. En outre, cette fonction — net 
Ne (u) est finie pour toutes les valeurs de w, car, dans lev voisinage - eS 
taf par exemple,: on a, ee hypothese,_ eS Age eRe eh ee 


eee oy cee se: Racuan botomorpes 


sles propriétés de la fonction fume, ons By ans qe 
Oa. oe = « as\ io : 


ad 


; : SB ye Sd me? o = z '- 
£) sont des fonctions: : 
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telle fonction ne peut pas exister-(n° 215) : done W(w) est rden- 
tiquement nulle. On a alors la formule 


(16) F(u) =A f(u-a)+Bf(u—6)+...+ eye, —), 


Crest la formule de décomposition en éléments simples, mettant 
en éyidence les poles non homologues a, 6, ..., 2 et les résidus 
correspondants. Chaque terme de ¢ette formule est une fonction 
de w aux multiplicateurs p et yw admettant dans un parallélo- 
gramme un seul pole simple. 

Inversement, toute expression de la forme (16), dans laquelle a, 
b, ..., Usont des points non homologues deux a deux.et A, By Gays 
des constantes quelconques, est une fonction aux multiplicateurs 
wet, ayant comme poles les points a, b, ..., 1 et leurs homo- 
logues, les résidus relatifs aux points a, b,..., / étant A, By...,L. 

D’aprés cela, on? peut choisir arbitrairement les résidus A, 
B, ..., Ls il n’existe entre eux aucune relation nécessaire. Il y a 
done la une difference avec les fonctions elliptiques pour le squelles 
la somme des résidus est nulle. 


E'xemple de décomposition. — Soit 
ee H2(w) 
O17) Bat ecco Cnet 


a et 6 étant deux constantes non homologues entre elles et non 
homologues de o. Cette fonction admet les multiplicateurs 


iw 
. Sarno are) 
B=T, B= e@e A E ~ 


comme il résulte des propriétés fondamentales de la fonction H; 
elle admet comme poles les points @ et b et les points homologues: 
Construisons l’élément simple correspondant 


H'(o) CF) 


aie Hie) Hts. % 


en choisissant }et « de fagon que cette fonction admette les memes 
multiplicateurs p et p’. Il suffit de prendre 


S10, a=—~—(a+b); 
Pélément simple est done 


« Hive ee 


H(a+b)W(u) ~ 
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~ Les Beds de la fonction & décomposer F(w), relatifs aux deux 
poles non homologues a et 6, sont 


ee atte Ga yeo > H2(b) 


me A= (0) H(a—6)’ B= Wo) H(6— a)’ a 


pour les obtenir, il suffit de chercher les limites des deux produits 


eS (u—a)F(u) et (u— b) F(w) ) pour u=aetu=—b. eae he 
aS. La formule de décomposition est done ; ee, 
“ay : ga. 
= ; : F(u) =Af(u—a) + Bu —b) 
ou, en écrivyant tous les termes explicitement, : 
= 1 
a H2(w) ‘ x 
ie H(w—a)H(u—6) | ats “st 2 
a Sr eas Pea H2(a)H(w+b) Eee) Pe 
— _  H(a+ 6)H(a— 6b) H(u—a) . H(u— 6b) a 


«YAY. Cas des poles multiples. — Le méme raisonnement nous 
~ donnera la formule dans le cas des pdles multiples. Supposons 


que la fonction F(r) aux multiplicateurs | non spéeciaux v. et we 
~ admette comme poles les points a, 6,..., /non hors dlogtes: el 
persons og les parties principales. relatives a ces ae so1ent 


3 ees 5 Pay B, =2 Bz ae = ik Bsa? = : - 
ee Crt Sata | . 


+ er A “ r t 


ar “Pod eS Ps .. les dérivées successives Ie of it); la 


> i-> * a u 


ve <— } me 
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‘ 
\ 


f (u—a)= ——— -+ fonction holomorphe, 
- t—— 
i = —. + fonction holomorphe 
J (u—a) Cease onction holomorphe, 
i i169 é f 
JT (t= ay = — = fonction holomorphe, 
(u— a)? 


Tr? seis 0p 


f¢-2(u — a) =(—1)2-1 } -+-fonction holomorphe. 
; : CU ==) * 


Done 5 
A f(u—a)— A, f'(u— ay + St flu a) ss. 


(—1 \%-L A 4 


Lye Ohereni eke 


Shae i — ad) = %(u) + fonction holomorphe. 


Comme dans le voisinage de w= a, on a aussi, par hypothése, 


f(w) = 9,(u) + fonction holomorphe; 


on voit que W'(«) est holomorpheau point a; il en est de méme des 
autres points 6, ..., 1 et des points homologues. Cette différence 
W(u) est done une fonction aux multiplicateurs non spéciaux U. 
ety nayant plus aucun pole a distance finie. Comme une telle 
fonction ne peut pas exister (n° 215), W(w) est identiquement 
nulle et l'on a la formule de décomposition 


\ Fine y, [ay We al) Ay fi es Oo ee 
(18) < 


_y)%=1 5 
] am EES 1) f'¥ Cu — «| ; 


1.2...%4—1 


la somme étant étendue a tous les poles non homologues. 
Réciproquement, toute expression de cette forme, dans laquelle 
les coefficients A, Ay, ..., Ag, ... sont choisis arbitrairement, est 
une fonction aux multiplicateurs u et wu’. 
On voit Vanalogie de cette formule. avec celle qu’ Hermite a 
donnée pour les fonctions elliptiques et que nous avons établie 
au n° 26 par un raisonnement presque identique. 


- xemple. — Prenons, par exemple, la fonction (17) de da 
page 372, en y faisant b=a: 
H2(w) 


ID vere Wipaseae 


ee 5 ; 


[oe) 
| 
or 
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Cette fonction admet les multiplicateurs: 


2iTa 


pe t 4 Le) . 
(EL Sie i eas 


elle a comme unique pale double le point Ura et les points ho-- 
mologues. Dans le voisinage du teas u =a, ona, par la formule 


x de Taylor, ; : 
e F H(u) = H(a)+(u—a«)H(a)+..., : Baap 

ee H(u a) =(u— aH (0) ABE EP He (0) 2, ate 
car ee étant impaire, H(o), H’(o) sont nulles. Done ag = 
“a Hastie ai Hira) cae Sapna. oa 


H(u— a) s (u— a)H(o) nee (u—a)? H"(0) 
Pate. Oe (0) 


{H(a)+(u a) H'(e)-+...}¢ 


faint z 


~ En élevant au carré, ona enfin ; we ee 


:  H2(w) - os Siasere ha) gametes H(a)H"(a) 
Pe Coy Toe. H?(0) | ace PO's ‘= e 


: BE ioe oat Wo) Hin +9a), nat he 
eRe oO aus eae Sais 
) m ule de décomposition est enfin “ Be Si nee y 


© ca) ; RoE 
Tar rie = =e 1 


oa 


eee es fo ae eee jo a et 126). 
cee ar Ta méthode sur ivante, nee. a 
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/ 


Cette fonction est doublement périodique : car, sil’on augmente 
de lune des périodes, F(¢) se reproduit multiphé par p ou we et 


J/(u—v)-multiplié par z et <3 donc le produit ®() ne change 


pas. La fonction ® (¢) est done une fonction elliptique. En écrivant 
que la somme des résidus de (0) relatifs aux poles situés dans un 
parallélogramme ou, ce qui revient au méme, relatifs aux poles 
non homologues, est nulle (n° 25), on obtiendra la formule 
cherchée. 

Les infinis de ®(¢) sont les infinis des deux facteurs F(¢) 
et f(u—e) : les infinis de F(¢) sont homologues des points 


Gl, AO ete cee ee 
ceux de f(u—v) sont homologues du point vw. Supposons, pour 
simplifier, les péles de F(¢) simples et soient A, B, ..., L les 


résidus de F correspondant aux poles a, bd, ..., & Les résidus 
de ®(¢), relatifs a ces poles, sont 


AL D== @) eB fli b ae Lf(u— l). 


Le résidu de ®(«), relatif au pole » =u, est 


—F(u). 


Ecrivant que la somme de ces résidus est nulle, on a bien la 
formule cherchée. 


Nous laissons au lecteur le soin @appliquer la méme méthode 
au cas des pdles multiples. 


221. Multiplicateurs spéciaux. — Dans ce qui précéde, nous 
“avons écarté le cas ou les multiplicateurs » et pw! vérifieraient, pour 
des déterminations conyenables de Logp et Logu’, la relation ~ 


» Log y’— w' Logp = 0. 


Supposons maintenant cette relation remplie : il existe alors une 


exponentielle de la forme 
ehu 


admettant ces deux multiplicateurs, car les deux équations 


(five E20, pw = e2ho! 
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donnent pour ) des valeurs compatibles. Cette fonction 


eh 


est une fonction n’ayant aucun pole a distance finie. L’élément 
simple appelé f(1) n’existe plus dans ce cas, car la constante @ est 
homologue du point o. Done les formules de décomposition gé- 
nérale ne s’appliquent pas 4a ce cas. 

Mais, actuellement, toute fonction F(w) aux multiplicateurs 
spéciaux p et vu! peut s’écrire 

F(w) = eh“ b(w), 

®(w) étant une fonction elliptique. I suftira de décomposer cette 
fonction ®(u) en éléments simples par les formules des n°* 24 
et 26, et il en résultera une formule donnant F(u). Par exemple, 
supposons que F(w) ait seulement des poles simples homologues 


des points 
Geb ec. eels 


ies résidus des points a, 0, ..., ¢ étant 
TSN Oe a) 
La fonction elliptique 
P(u) = eu F(u) 
admet les mémes poles avec les résidus 
ea, eOB, ..., e-ML. 
On a donc, d’aprés la formule (31) du n° 24, 
(a) = Co+ eA Z(u— a) + eB Z(u— 6) +...+eNLZ(u—)); 
en outre, la somme des résidus de la fonction ellipuque ® étant 
nulle, on a, entre les péles et les résidus de F, la relation 


(19) A e-ha+ Beh +.,..4 Le-v=0. 


Revenant a la fonction donnée F par la formule 
F(u) = eh“ (x), 
(f 
on a enfin la formule 


F(u) = Cy “+ A edu-d Z(u — a) 
+B edu-OZ(u—b) +... 4+ Led-0Z(u— 1). 
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On pourrait donc prendre actuellement comme élément sumple la 


fonction 
P(u) = eu Z(u) 
el éerire 


F(u)= Co e+ Ag(u— a) + Bo(u —b)+...+Lo(u—T). 


Il est important de remarquer que, si les multiplicateurs sont 
spéciaux, les résidus ne peuvent plus étre choisis arbitrairement : 
ils sont liés aux pdles correspondants par une relation, qui a la 
forme (19) quand tous les péles sont simples. 


Il. — Eeuvarions pe Lame, Eouations pe M. Picarp. 


222. Equation de Lamé. — Une application des plus impor- 
tantes des fonctions doublement périodiques de seconde espéce, 
ou fonctions a multiplicateurs constants, est Vintégration dune 
classe d’équations différentielles diners et homogénes ayant 
pour coefficients des fonctions elliptiques. 

La premiére équation de ce genre a été considérée par tans a 
propos de léquilibre des températures dans un ellipsoide homo- 
géne. Cette équation, appelée éguation de Lamé, a dabord été 
prise par Lamé sous la forme 


2 
a =[n(n +1)? sn2x7+h] y, 


k étant le module, n un entier et A une constante. Lamé s'est 
borné a intégrer cette equation pour des valeurs particuliéres 
de h choice de telle facon que Péquation admette une solution 
qui soit un polynome entier en sn x,ouun polynome entier ensnzx 
multiphé par l'un des trois facteurs cn 2, dnz, ou cn «dna. 

Par exemple, quand n=1, Péquation ns 


ila 
oa = (2k? sna +h)y 
admet la solution 
Y= sneer 
pour h=—(1-+#?), et la solution 
joa Lar 


pour 2) =— 1, ote Vis “Te 
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Hermite, se placant dans le cas général oti hi est quelconque, 
a montré que Péquation de Lamé peut toujours ¢tre intéerce el 
que son intégrale générale est de la forme 


¥ = GF(x)+ C'F(— zx), 


(a) étant une fonction a multiplicateurs constants, C et C’ deux 


constantes arbitraires. 


223. Forme de l’équation de Lamé dans les notations de Weier- 
strass. — Si dans |’équation 


é ay =n(n+1)k?sn2a2 +h, 
veaz? 


on fait le changement de variable 


Cp ace 
B= — A, 
4a 


wu désignant la nouvelle variable et } une constante, et si l’on se 
reporte a la formule 


on ($+ 7K!) = uf ; 
+ ksn kd 
abs 
léquation devient 
AP 
yy n(n+ry asi 


I 
¥ us u 
22 sn? — 
Introduisons maintenant la fonction pw par la formule (n° 99 ) 
I 1+ k? 


ae 
- 7 Pluto, 0’) + were 
25n2— 


N 


nous obtenons léquation 


2 


g& 
= 


¥y du? 


=n(n+1)pu+l, 


ou / est une constante. C’est la la forme de l’équation de Lamé 
dans la notation de Weierstrass, telle que nous l’avons ren- 
contréé au n° 206. 
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224. Intégration de léquation de Lamé pour n—1. — Nous 
allons exposer la méthode d’Hermite pour le cas de n=1, 
qui, d’aprés les recherches d’Hermite, se présente dans l'étude 
des mouvements a la Poinsot. Nous rattacherons ensuite le cas 
ou. 7 est un enter quelconque a un théoréme de M. Picard. 

L’équation de Lamé, pour n =1, peut s’écrire 


(20) == 2) WatoLe 


issayons de la vérifier par la fonction a multiplicateurs constants 


o(u+a) ) 
en 


ou 


a et ) désignant des constantes. Nous avons, en prenant les dé- 
rivées logarithmiques des deux membres, 


1 dy 
yy, du 


=C(u+a)—Cu+i, 
et en dérivant de nouveau 


2 ra Nok 
ws Wt -(> a) 5 hp hse. 


Mais d’aprés la formule d’addition pour Cu (n° 44) la valeur de 


I dy, Dy ah xen 

wi une peut secrire 
1 dy, I pu—p'a 
— +——=Ca+i-+ - en 
yi du 2 pu—pa 


puis, d’aprés la deuxiéme formule d’addition pour pw (n° 45), 


ona 
(uta <s, I pu—p'a 2 a é 
J ea, pu—pa Ase a asi 
On a donc enfin 
Cr @yy I/piu—yp'a\? 
Fh doe Eg ee 


Fane as , 2 
+(fa+n4+5 Pere = o*) . 


2 pu—pa 


Pour que le second membre devienne égal a 2pu+l, on voit 
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es aS “ib suftit ‘de faire ; a 
a ays pad, k=—a. : 
mens Aansi 1’ es (20) admet la solution benders 
" _ 7a 
a ? Ee : w= J ( u-- a) e~ua, ¢ > ee 
Sh 3 gore ¢ TU y 
ORS - : : 
‘ a condition que la constante @ soit déterminée par l’équation eae 
a aS : : Nes 
Be ge far) pail. re 
s Comme V’équation différenticlle ne change pas quand on change 
3 or eee oy P ex 3 : 
as wen —u, elle admet également la deuxiéme solution 
ds ~- } x 
“ae ae : whee o(uw— a) ae 
$ “ 2 ou 


qui s’obtient aussi en changeant le signe de a, ce qui est évidem- 
. ment possible @’ apres Véquation- or) dont le peomniey membre 
est une fonction paire de ae 


= 
— Déquation de Lamé pour rn =1 admet-donc VPintegrale oénérale lag 
= ee. = ae = z ‘ ; i ~=4 
erent pe Hata) e-ula+ Cy z(u—a) ee nee 


EGU 


Ou 


3 ; Equations ¢ ae M. ‘Picard. = Os Ge Lamé rentre 


Saat Maio 
ramones M. Picard (Comptes es Oe = ae 


linéaire Corde n de afore Bains . 
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Pour le démontrer, supposons Péquation du troisiéme ordre 


2 


ay See se 
(29) ay amy (22) a 


7 a t+ hla) 2 + file)y =o. 
Le raisonnement que nous allons employer s'appliquera a une 
équation d’un ordre quelconque. 

Le point de départ est dans ce fait que quatre solutions quel- 
conques V1, V2, Vs, ¥. de Péquation du troisiéme ordre (22) sont 
liées par une relation linéaire et homogéne a coefficients constants 
de la forme 

Ci yi Cpyo+ C3 73+ Cy y,— 0. 
Soit alors eat 
J1=9(2) 


une intégrale de Péquation : par hypothése, c’est une fonction 
uniforme de #2. Comme Péquation différentielle ne change pas 
quand on change % en x +2, elle admet aussi les intégrales 


J2=O(@ +20),  Yx=o(e@+hw), yy = o(e+ bw). 


Entre ces quatre fonctions a heu, quel que soit x, une relation 
de la forme 


(23) Cye(v) + Cro(# +20) + C3e(@ + fw) + Cyo(%+6w) =o, 
En supposant C, différent de zéro et divisant par C,, ona 


(24) g(V@+ 60) = c9(@) + c29(H@ + 20) + c30(a + Gu), 

- i o 
C1, €2, Cs désignant des constantes déterminées. Considérons alors 
la fonction el 


(25) Y(%) = ie (@) + hag (w+ 20) + dge(a + fw), 


ott Ay, A2, As sont des constantes arbitraires. Cette fonction est 
ine intégrale de léquation : nous allons montrer que lon peut 
déterminer les rapports de ces constantes de telle fagon que 


(26) - 1 v(G+aw)= wb(a), 
vu. €tant une constante convenablement choisie. En effet, cette der- 
niére relation s’écrit, en vertu des précédentes (24) et (25), 


3 ho (@ +2) +229 (@ +40) + As [C19 (2) + c20 


7 


(T+ 20) + eget hoy} 


= 1 [Ae (22) + hop (@ +20) + mole + du)hp pi 
2 m8 S 3 

. ‘ > - 

iy h 

- Pept a 

= eae 

7 \ : 6 -, ¥. 


tm 
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dow, en égalant les coefficients de (2), o(#@ +20), o(2-+ 4), 


[Aq SVG Ke = 0. 
(27) — hy + de —eyhg — (0h 
| —ihe+ (U—c3)A3= 0. 


L’élimination de ),, Ae, Ag entre ces équations donne, pour dé- 
terminer uv, équation du troisiéme degré 
(28) Pere Cares 7 Cy OF 

Aprés que l’on aura pris pour u une racine de cette équation, 
on tirera des équations (27) devenues compatibles les rapports de 


deux des quantités ,, i, 3 ala troisiéme, et lon aura ainsi une 
intégrale 4 (2) telle que 


V(r+2w)= phe). 
En partant maintenant de cette intégrale, comme nous sommes 


partis de (x), on montrera que l’on peut déterminer des coeffi- 
cients constants i’, 4, i, de telle facon que Vintégrale 


F(a) = A, U(e) +1, 0(2 +20’) + I40(2 +4 w’) 

vérifie une relation de la forme 
P(zc+ ow’) = w' Fa). 

D’ailleurs cette fonction F(z) vérifie évidemment la relation 
F(z+2w0)=pF(2), Wer: 

puisqu elle est une somme de trois fonctions 4 qui la vérifient sé- 

parément. zo . 

On a done démontré que Véquation posséde au moins une 
imtégrale F(a) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 


sons cette intégrale trouvée : alors, conformément a la théorie gé- 
nérale des équations linéaires, on fera le changement de fonction 


oh pies , eS BE 
y= K(x) f 2dz, = Fle) 


= étant la nouvelle fonction inconnue. Cette fonction 5 vérifie une 
équation du second ordre 


as dz 
(29) dm TSi(2) 77 + &2(2)2= 0, 


384 CHAPITRE XI, 

dont les coefficients sont doublement pértodiques, comme formés 
rationnellement avec les fonctions /\(2), f2(a) qui sont dou- 
blement périodiques et les quotients 


F'(r)  F"(ax) 
F(x) ¥(2) 


qui le sont également. En outre, l’intégrale générale y de l’équa- 
lion donnée étant supposée méromorphe, la nouvelle fonction 


ee [ro] 
dg F (Ca) 
posséde les mémes_propriétés. L’équation différentielle en = 
posséde done les propriétés caractérisiques: des équations de 
M. Picard : elle admet au moins une intégrale qui est une fonc- 
tions a multiplicateurs constants. On l’abaissera par le méme pro- 
cédé a une équation du premier ordre qui s’intégrera par une 
fonction a multiplicateurs constants. 


Remarque. — Nous avons supposé, dans notre raisonnement, 
C, différent de zéro. Si C, était nul (équation 23), on aurait 
Cy,o(x2) + Coo(@ +20) + Ce(# +4w)=0. 
Alors on supposerait C, différent de zéro et on aurait 
o(@ + 4w) = ce,0(#) + c29(@ + 20); 


on poserait 4 . ae 
b( 2) =A, e(x)+ ho9(% +20) 


* 6 5 K Fiat 
et on déterminerait le rapport = par la condition 
2 
V(r+20)= p(x), 


uv. désignant une constante. Les conclusions sout done les mémes. 

Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d’entrer dans le 
détail des divers cas qui peuvent se présenter. Nous renyerrons le 
lecteur aux Mémoires de M. Picard (Journal de Crelle, t. 90. 
p. 281) et de M. Floquet (Annales de l’ Ecole Normale, 3° série, 
t. 1,°1834,%p- 187), 


226. Retour a ’équation de Lamé. 


Prenons comme exemple 
Péquation de Lamé ae 


aX 


2 
E: an =n(n+i1)pu+/, 
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ou nz est un enter que V’on peut toujours supposer positif, car 
aah équation ne change pas par le changement de n en (—n—1). Ul 
_résulte des théorémes sur les eee linéaires établis par_ 
LL. Fuchs (Journal de Crelle, t. 66, p- 121) que cette équation a, 
quel que soit J, une intégrale, Shenk uniforme ne possédant 
d'autres singularités que ‘ies poles a distance finie. On peut done a 
_ affirmer, @’ aprés le théoréme de M. Picard, que cette équation est ret 
 intégrable a l’aide des fonctions a pialiphes teas constants. Voyons 
= 3 quels seront les poles de ces fonctions et leur ordre de multiplicité. 
: Soit u =aun pole, dordre a, @ une intégrale y; on a, dans le 


Z voisinage de ce point, 

x ea ice see sah Et, ; anaes 

ae , “ote 

eC As désignant des constantes. On en conclut hx = 
1 dy risa val ates Wa oe Steed 

pero yale orl = Race eee ee 


Se 
—- u— ‘as ea é 
eee) dy a 


ee ‘ou, en n développant le- second rapport suivant les puissances ‘de 


hee Benn . : 3 ts 


; pitiine Pe 


de Lamé, ceci i doit ¢ étre égal a € 
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on doit avoir 
a(aA+1)=n(n-+1), 2s2A,=o0, 


La premiére relation exige, puisque % et n sont positits, 


Z=Nh 


et la seconde 


Ainsi une intégrale queleonque de l’équation de Lamé admet, 


comme seuls pdles, les points homologues de o ; tous ces poles 
sont d’ordre n. Nous savons d’autre part que Péquation de Lamé 
admet au moins une intégrale yv, qui est une fonction a multiphi- 
cateurs constants. D’aprés la formule (8) du n° 214, qui donne 
une fonction a multiplicateurs constants comme le quotient de 
deux produits de fonctions H mettant en éyvidence les poles et 


les zéros, cette intégrale y, est nécessairement de la forme 


(a+ a,)H(a@ + a,.)... H(%+ a,) 
FA ap NY Cie ea A aU a RESRAN Es BTI hal eA 
Kae H* (a) 


ou, avec les notations de Weierstrass, 


O( 2+ a,)5(% + ag)... 5 (+ apn) 


Se 


V4 | B e hic 


Il reste a déterminer les constantes. 


a1, Ga, pmo 5) Any h, 


de fagon que cette fonction vérifie ’équation de Lamé; c’est ce 


que lon fera par un calcul analogue a celui que nous avons dé- 


veloppé (n° 224) pour le cas simple de n =r. 


L’équation admettra une deuxiéme intégrale, v2 déduite de Xi 


par le changement de x en — x. On retrouve ainsi les résultats 


d’Hermite. 


——S 9 — 
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FONCTIONS A MULTIPLICATEURS EXPONENTIELS OU FONCTIONS 
DOUBLEMENT PERIODIQUES DE TROISIEME ESPECE. 


227. Définition. — Hermite a appelé fonction doublement 
pertodique de troisiéme espéce toute fonction méromorphe (n° 4) 
qui vérifie deux équations de la forme 


( 92 2w) —ett rhea), 


(1) 


| o(@ +2’) = ev'rrb' g(r), 


a,b, a’, b désignant des constantes, et le rapport om’: étant 
imaginaire. Les facteurs e4*+? et e@**?’, par lesquels la fonction 
est multipliée quand l’argument croit d'une période, sont les mul- 
tiplicateurs de la fonction : ces multiplicateurs sont actuellement 
des exponentielles linéaires,en x. L’étude de ces fonctions a été 
faite par Hermite (Comptes rendus, 1861 et 1862; Journal de 


Crelle, t. 100; OF ueres, t. II, p. 109; t. LV, p. 223); par Biehler 


( Thése de Doctorat, 1879) et par M. Appell (Annales del’ Ecole 
Normale, 3° série, t. 1, HW, I et V). Des exemples simples de 
ce genre de fonctions sont fournis immédiatement par les fonc- 


— tions o, 1,0, .... D’une maniére générale, la fonction 


‘ i H(z —5,) His —b3)>.. Hla —;,) 
oy 4 z= eM a Ae ea GAA aN a AN aE 
(2) Waa erage H(@— ai) (@— aa). Ale — aq)’ 


ot le nombre p des fonctions H au numérateur est différent du 
nombre g‘des mémes fonctions au dénominateur, est une fonclion 
doublement périodique de troisiéme espéce. Nous verrons plus 


_ loin que, réciproquement, toute fonction doublement périodique 


a. 
be 


_ de troisiéme espéce peut étre mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deuxfexpressions principales de ces fonctions : lune, 


par un quotient tel que (2) de deux produits de fonctions H, 
‘mettant en évidence les zévos et les poles; lautre, par une somme 


, ; 
et. Re . - ‘ 
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d’éléments simples, mettant en évidence les poles et les parties 
principales correspondantes, 


228. Simplification des relations que vérifie une fonction a mul- 
tiplicateurs exponentiels. 


Soit une fonction o(z) telle que 


9(@2 + 2wW) = e4t+bo(z), 


O(@ + 20’) = e@/x+b'o( zx). 


Posons, en désignant par ) et u des constantes, 
f(@) = MUL (x). 


On peut toujours déterminer et v. de facon que f(x) admette la 


période 2w, c’est-a-dire ne change pas de valeur quand & croit 
de 2. En effet, ona 


f(a +20) 


JI(#) 


at CHAO P+? 2U0-F AND 


et pour rendre cette exponentielle égale a 1, il suffit de déter- 
miner ) et p par les deux équations du premier degré 


(3) 4ho =—a, 4dw? + 2 uw-= — b. 
La fonction f(z) vérifie alors deux relations de la forme 


(4) J (2+ 2w) = Witie. 
‘ f(a +20!) = ehr+B f(x), 


A et B désignant deux constantes dont la premiére a pour valeur 


t f 
wa’ —aw 
AS ey 
(o>) 


Comme la fonction f(z) admet la période 2w, les deux membres 
de la seconde relation (4) ne doivent pas changer quand z croit 
de 2 : on a done 


e2do — 7, 2A =—2Nzz, 


N désignant un entier positf ou négatif. eS relations (4) 
s’écrivent alors 


flw+2) = f(x), Ye 
Nitwr 


farow'yse © "¥a), 
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Si Pentier N était nud, Ja fonction f(a) serait une fonction aux 
multiplicateurs constants 1 et e®, fonction que nous venons 
détudier. Nous supposerons done N différent de <éro. Dans 
cette hypothése, on peut encore simplifier un peu les relations 
ci-dessus, en prenant comme nouyelle variable 


Bw 


ée=2v— 3 
Nix 


el posant 


ae Bw 
F(uysf(u+ wr) 


Cette fonction F(w) vérifie alors les deux relations 


F(u+2w) =F (w), 
(5) a Nit 

EC = 9.0l) Ss 6-5 P = BC), 
C’est a cette forme simple que nous supposerons toujours que l’on 
ait-ramené les deux relations vérifiées par une fonction double- 


ment Easeuaue de troisiéme espéce. 


229. Exemple du cas N =r. La fonction 


Tit Tut 


[ 
e?© Hi(u) = — —e?® H(u —w) 
Ver V9 
est une fonction enticre (n° 2). D’aprés les propriétés de la fone- 
tion H,, ona 


(6) Dt eS 


H,(u-+2w) =—H,(w), 


Hi(w+.20')=e © Hy, (uw); 


ce sont les formules du n° 78, ott nous écrivons 20 et 2! au lieu 
de 2K et 2éK’. Tl en résulte que la fonction E(w) vérifie les rela- 
tions 

E(w+.2w) = (2), 
(7) _ thu 


E(u+aw)=e © E(u), | 


relations de la forme (5) ot N=r. Cette fonction entiére E(w). 
ales mémes zéros que H,(w), a savoir : le point u = = w et les points 
homologues; il y a un et un seul de ces zéros dans chaque parallé- 
logramme A périodes. 


390 
Nous avons donné pour H,(w) 


oo 


H,(«) 


la fonetion E(w) est donc donnéc 


CHAPITRE 


In+1)? 


XII. 
la série suivante (p. 120) : 


(Qn+inn 


e 20 


par la série 


« 
Ae arr Ss (n+NiT 1 
Bice) N grins) e © 
fo 
n= ow 
ou cneore, en changeant n en rn —1, 
“ ~ 
Teed niTeu 
E(u N n(n—1) e@ 
Nig ek Red ee 
 —-) 
1. — D&compositioN EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 


230. Premiére expression d’une fonction doublement périodique — 
de troisiéme espéce. — Soit une fonction F(u) vérifiant les rela- 


tions 

| F(a +20) = 
(8) ‘ ‘ 

| F(a + 20') 


F(a), 


Nitu 


Pe Lueee 


e 


ou N est un enter positif ou négatif. Si nous élevons a la puis- 
sance N la fonction E(w) du vuméro précédent, nous obtiendrons 


une fonction 
EN (¢ 


vérttiant les deux relations 


EN(u + 20) 


EN (wu + 2) 
D’apreés cela, le quotient 


Pw) 


est une fonction ellipltigue. Ona 


Plu +20) = (uw), 


Py 


EN(u), 
_Ninu 


OBEN Ce): 


e€ 
F (w) 
EN (wz) 
en effet 


P(u+2w’)=B(w). 
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Cette fonction elliptique ® a, dans un parallélogramme des pé- 
riodes, autant de zéros que de poles; on peut l’écrire (n° 40) 


H(u— 6,) H(u—6,)...H(u— b;) 


)) Pp } So. a IRE a as SERRA EF OP 
(9) Oe na a 


sous la condition 


(10) + d+... £ a, = b+ bo+...+ b,. 


De cette premiére expression de la fonction (aw) sous la 


forme 
DiCa} = ENC) PCR); 


on conclut immédiatement les résultats suivants. Nous distingue- 
rons deux cas : 1° l’entier N est positif; 2° Ventier N est négatif. 


231. Cas de N positif. — Si nous posons N= m, m positif, le 
facteur E(w) est une fonction ne devenant pas infinie et admettant 
comme zéros d’ordre m le point w et les points homologues. On 
a alors, en remplacant E( i) par son expression (6), 


m7 i 


iar (i) = Be 2 


H™(u — w)H(u— 6,)H(u —65)...H(u—6,) 
H(«w— a,)H(u— ay)... W(u—a,) : 


Il peut se faire, dans cette expression, que certains des points ay, 
dz, -.. coincident avec w ou soient homologues de w : il y aurait 
alors des réductions évidentes. Mais, dans tous les cas, en 


_comptant chaque zéro et chaque pole avec son degré de mulupli- 


cité, on a le théoréme suivant : 


SGN est Egal a un entier positif m, la fonction F(u) a, dans 
un parallélogramme des périodes, m séros de plus que de 
poles. La somme de ces zéros, diminuée de la somme de ces 
infinis, est congrue a mw. La premiére-partie de ce théoréme 
est évidente @aprés la formule (11); pour établir la deuxiéme, il 
suffit d’observer que la somme des zéros, diminuée de la somme 
des infinis, est congrue a “ 


mo + by + by+...+ 6,.—ay— a,—...— ,, 


cest-a-dire Aa mw daprés la relation (10). 
Réciproquement, soient 4%, %2, ..-, %3 By, Bo, ---> Brem des 
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constantes vérifiant la relation 


Bit Pet+...+ Brim— a1 — %—...— a, = mao, 


la fonction 


mT ui 


Diez) —— Bien 


H(u— B,) H(u— 82)... H(u — Bp») 
H(uw—a,)...H(u —z,) 


est une fonction vérifiant les relations 


mT ue 


F(u+2w)=F(u), F(u+20')=e cea Oi (ie?) 


comme il résulte des propriétés de la fonction H. 
menu 
Fonctions entiéres admettant les multiplicateurs 1 ete © 
— Quand N est égal a un entier positif m, nous venons de voir 
que la fonction F a m zéros de plus que de pdles : il peut-se faire 
qu'elle n’ait pas de poles du tout : alors c’est une fonction entiére 


E(u) ayant dans un parallélogramme m zéros 
Bi, Bs, COT Bin} 


ces fonctions particuliéres ont pour expressions 


mh u7 MA 


E(u) = Be 2 New.-= 8) I= 82)... H(u—8,,), 


avec la condition 
Bi Bot...+ 6, = mo. 


4 


On voit que la fonction entiére la plus générale, vérifiant les deux 


relations 
E(u-+-2w) = E(w), 


(12) , _ mT 
| E(u+aw')=e ” E(w), 
dépend de m constantes arbitraires Bo Org pane Bm—1 2 elle est 


déterminée, a un facteur constant prés B, quand on connait (m— 1) 
de ces zéros. Nous allons montrer que la fonction enticre la plus 
générale vérifiant les relations (12) peut s’exprimer en fonc- 
tion linéaire et homogéne de m fonctions spéctales vérifiant les 
memes relations. Pour cela, remarquons que toute fonction 
entiére admettant la période »w peul elve représentée par une série 
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de la forme - 
wT 


(13) €(uy =" V Were 


dont chaque terme admet la période 2. En désignant toujours 


TOs 


ar g la quantitée ° ,ona 
q tag ) 


nT ni 


5 el 
E(u +20!) =, Aon grt e. 


mT Ui (m2) Tee 


a" €(w) >> Ane ot 


° 
D’aprés la seconde des relations (12), ces deux séries doivent étre 
identiques. En égalant dans ces séries les coefficients des mémes 


—— Tui 


puissances dee , on trouve 


(14) Beng hy G4 > Cn = 0,08 Ty MSs) 


D’aprés cette relation unique entre les coefficients, on voit que 
Von peut prendre arbitrairement Ag, A,, ..., Aj»—, et déterminer 
ensuite tous les coefficients. 

Remarquons incidemment que les relations (14)-montrent bien 
quil ne peut existér de fonction entiére doublement périodique 
(n° 19). En effet, si la fonction E(w) admet les périodes 20, 20/, 
elle vérifie les relations (12) avee m= 0; mais w! : w étant imagi- 
naire, on a toujours g2"41, sauf pour n=o. D’aprés (14), on 
aura done A,=o(n 0) et la fonction E(w) se réduira a la 
constante Ay. 

Reyenons maintenant a notre question et faisons successivement 
N=0, N=M, N=2M, .... N=(v—2)m, dans les équa- 
tions (14); nous aurons 


ky ji Ao, Asm = Am Ges sty Ayn = Aw=1)m q2v—-lim, 


dou, en multipliant, 


a 15") Aym = Ag g¥—-Um; 

z * 
@metaisant de- meme, “dans (14), m==—'m, n==—2m, ..., 
n=—pm et multipliant, on vérifiera que la formule (15) subsiste 


pour y négatif. Tous les coefficients A,,,. sont ainsi exprimés a 
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Paide de Ay. Par un caleul semblable on exprime. tous les coeffi- 
cients Aym ,, en fonction de A,, Aym 2 en fonction de Ag, ...., 
\vmim_1 en fonction de A,,_,. On trouve 


AR eT = Ay Quy Diy, 


v(y—1) 2 = 
Ay pita Aunt qu 4) m2+-2(—1)V_ 


In portant ces valeurs dans le développement de la fonction en- 
tiére E(x ), on trouve qu'il prend la forme suivante , 

€(u) = Ao Eo(w)+ A, E,(u) +...4 A, E,(«) 4. App Betas 
ott E,, E,, ... désignent les fonctions entiéres suivantes : 


Via ace vm mui 
Ko (t i y qviv-lm e 0) - 
VS —"99 


be ny x , 
Wate Wa a ae Vet i 


ki, (a) ==) oy . gqyihart 24 ¢@ ” ; 


(16) ‘ 5 ore 
Pima Yao Vet ui 
, u v(y— 5) 
E,(u) =e Y : quv-m+2pve © | 
V=— 


Ainsi, comme nous l’avons dit, la fonction entiére la plus géné— 


mT i 
a) 


rale admettant les multiplicateurs 1 et e est une fonction 
linéaire et homogéne de m fonctions spéciales- i, j,-seaeeleen 
[expression de cette fonction contient m constantes arbitraires 
AY, Alike A eye dont ‘on peut déterminer les rapports de facon 
que la fonction E(w) admette m—r zéros Bus Opa Saag emmes 
donnés 4 avanee. Ces fonctions E, s’expriment toutes a aide de 
lapremiére ; on a évidemment 


PT ue P 
: eT 20W 7 
E,(u) =e ® By (w+ £2). , 


D'auleurs la fonetion E, s’exprime aisément par une fonction 


, 
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de Jacobi. En effet, reprenons la fonction E(w) construite plus 
haut (n° 219) avec les périodes 2 et 20! 


SI VINE 


E(u | Ww, m') a > que’) Hue 


I yaw 
—— = Bae) Hi(ulo, o'), 


V4 


oti nous mettrons en évidence les périodes ayant servi a construire 
To’ Tr 
aw 


" ° yi = > o 
la fonction H,. Si dans cette formule on change w en 7 1 =e 


se change en gq” et la série du second membre devient précisé- 
ment E)(w). Ona done 

o ; 

=) wo’). 

7M 


232. Cas de N négatif. — Supposons maintenant N négatif, et 


mT ue 


x f o \ 1 F 
io! tt) =i ul—3 o b= —— 2'@) H, u. 
me Vd m 


posons 
N=—™m, 


ot. mest un entier positif. Les fonctions a étudier sont alors telles 


que 
F(u+20) = F(w), 
mT Ut 


F(u+4w')=e 7” F(u). 


On conclut immédiatement de ces relations 


I I 
F(u+20) Fu)’ 
mT 
1 Senet aft 
= =.¢é ma 
F(w + 20') F (uw) 
L’inverse Fi) de la fonction 4 étudier est done une fonction 


mT tit 


wy) 


aux multiplicateurs 1 et e (m positif), c’est-a-dire une des 


in . 7 aes are I d- ¢ 
fonctions du numéro précédent. L/inverse F(u) peut alors s éerire 


MT Ul 


US pga hereon te = Brom) 
K(u) H(w—a,)... H(u—z,) 5) 
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avec la condition 


Bit Bot...+ B,4.—a4)—%—...—a@,= mu. 


La fonction F(w) a done pour expression générale 


aoe His oe -H(u—2,) 


F(u)= Ge H(w — @,) - H(w= Brom) 


Elle a, dans un parallélogramme des périodes, m poles de plus 
que de zéros, et la difference entre la somme de ces poles et la 


somme de ces zéros est congrue a mw. 


Il ne peut donc pas exister de fonctions aux multiplicateurs 1 


mT ue 
, n’ayant pas de péles. Mais il en existe qui n’ont pas de 


ete 
des fonctions sans poles du nu- 


r . I 
zeros; ce sont les inverses ——~ 
E(u) 


méro précédent. 


Il. — D&composirion EN ELEMENTS SIMPLES. 


233. Etude de élément simple. — Désignons par x et y deux 
ariables indépendantes, par m un entier positif, et considérons 


la fonction de x et-y définie par la série 


R=+ 2 omni yi 


oy ae 
pat w (21) ae ; 
(17 ees == ene. ube cot L2—yvy— aAnw 
7). Ym( 4 ¥) = ai g ae sh ) 
J rn=—o x. 
ou bien 
Tir—yyi 
; WS Fe? Sb Tyk me Elke 
o} “ay w mn(n—t1) ete awe Ties 
(48) Ym(2, 4) aie é q Tie yt ; 
n=— © e () PE, Grin 


«© :@ étant imaginaire, cette série est convergente pour toutes les 
valeurs dexet yal exception de celles qui vérifient la congas 


~~ 
2—y=H=2nw +27N'o! (n et n'entiers), 


~ 


el pour lesquelles un des termes de la série devient infini. 
Si Von considére comme une constante et y comme variable, 


la fonction Ym( L,Y) est une fonction umforme de y n’ayant a 
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distance finie d’autres points singuliers que des poles du premier 
ordre, a savoir les points 


VY=HeH—2nwW—2N'o'; 


le résidu relatif au pole y =z est —1, car le seul terme de la 
I By ) 
série qui devient infini pour y = 2 est 


. 


—cot— (x—y ie 
20 20) 


Cette fonetion vérifie les deux. relations suivantes, qui s’établissent 
aisément : : 

Ym(2;¥ +20) = Xm (a, V); 
(19) _ mTyt 


Yin (2 Y¥ +20') =e 2 Minn Gey vals 


Cette fonction Ym de la variable y admet done les multiplicateurs 
mm yt 
are 


1 ete : elle a dans un. parallélogramme (m+ 1) zéros et un 
pole homologue de z. 

Si Pon considére, au contraire, y comme une constante et x 
comme variabie, il se présente .des circonstances entiérement 
différentes. La fonction /,(2, y) est alors une fonction uniforme 
-.de x n’ayant a distance finie d’autres points singuliers que des 


poles du premier ordre, a savoir les points 
r= V+ 2Nno + 2n'o' 


le résidu de cette fonction relatif au pole «= y est égal a +1. 
Elle vérifie d’abord la relation évidente 


(20) Ain (F+W, Y) = Xm( L,Y); 


puis l’équation 


NT WL TL mT we 
(21) An( 2+ 205.7) =e o) im(@ 7) — 28 (+e w Xen 


(mm —A) Tare -  (m--OVTIxt xi 
. oa Te 


, SS Fai ee 
Seal ot Berle) Santas oe iS EON Y Foe se Kina(y), 
ou les m fonctions Ey, E,, ..., E,_, sont celles qui ont été dé- 


finies plus haut (n° 231). 


Pour démontrer cette relation idtencatale (21), remarquons 
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598 
que la série (18) nous donne 
T(r—yie 
. r=+ 0 mntyé y ua et Pf 
. ee ae ee \" eu mn(u—I) g an: _ 
PDN et IO Gay = WA q (=i 
n=—o0 e — Gay) 
ou, en changeant 7 en n +1, 
Tlxr—y ye 
PS ar rat treet= Wore ee A 
' ‘ial Nv a) neiv(n--1) e pb See q 2 
, ee? rs nn . 
YSN PAO 5) 216) é ¢/ Tiv—y)i 
n=— 2 e (O) Boe qe 


Si nous formons alors la différence 
mT VT 


Lin a 20", hg ice he Xm( Ly IX); 


nous obtenons une série qui peut s’écrire 


. MHF? min+1)Tyi 
RU ie ye ste) ee — OE) 
( 22 ) = e Gen an 
20 tu 
t= — 0 


“en posant, pour un moment, 


T(eay)t 
® ty q?h=u. 


I 


(23) é 
En elfectuant la diyision, on a 


(t+ wu) (ur — pr) aa 
; =— (tM 9e"-1y + ot 22+. ature ym) 


et en substituant dans la série (22) on voit ae cette série se par- 


lage en (m—-+1) séries. 
ie premiére de ces séries est 


4 mun) Te yv 
73 ee , 
a. e gin Adem 
20) baad 7 ; 
cest-a-dire, Vaprés la.valeur de 4, 


Mm Txt CAPS pnt yt 


Bet ab 8 w NV eu grins) 
20 hod 
u=— © 
ou enfin 
ease ay 
RU 


De? w Ko(y). 
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La deuxiéme de ces séries est de méme 


mi(n+ 1) Tye 


RE 
SF, e o qinnn 1) gre—1 yy 
0) ; 
© est-a-dire 
(m—1T rt Ty mMnT VE 
“eee rey: O e®” > e 7 Grin i320 
cD) 
ou enlin 
(771 —1) Txt 
—, -—— € EF, ( a i 
Lcd) J ) 


\insi de suite. La (9 + F)i*™° de ces séries est 


. (R—E)Rri oye mnT yt 
Tt 
Seas o e e ® GRR -V+32NG 
73) femal 
Ou 
ek DP) TET 
MS 
— — ey? Eo(y). 
G) sae 


La derniére ou (m--1)i®™° de ces séries est 


- MYL mnt yi 
Ng aoe MS) e ® qin —+anm 
i ? 
2W 
c’est-a-dire 
3 min+1)\Tye 
= Ee e w Gq nnntd) 
2 
ou enfin 
Tt 
— Ko (y); 
aa o(¥): 


comme on le yoit en changeant, dans la derniére Shy ren n—1. 


Ce calcul démontre la formule (21). 


On a ainsi les propriétés fondamentales de l’élément simple 


fm (x, y) 
234. Décomposition en éléments simples dans le cas ou N est né- 
gatif,. N —— m. — Cas des péles simples. —Soit F(w) une fonction 
mT ui 


aux multiplicateurs 1 ete ° , m étant positif. Une telle fonction 


posséde au moins m poles dans un parallélogramme des périodes. 


Supposons qu’elle ait 7 pdles simples (72m) homologues des 


points 
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et que les résidus aux points a, 6, ..., J soient 


L. ' 


; et Oey 


Ces poles et les résidus correspondants sont liés par m relations 
qu il est aisé de former. 


Relations entre les péles et les résidus. — Considérons une 
'des m fonctions entiéres E, (aw) du n° 231 qui admettent les mul- 
Tous 


a) 


tiplicateurs 1 et e . Le produit 


b(u) = F(w) E(u) 


est une fonction elliptique aux périodes 2 et 2w'. En effet, les 
deux facteurs admettent séparément la période 2 et, quand wu 


mT ML 


croit de 2’, le premier facteur est multiplié pare ° , le deuxiéme 
pare ® et le produit ne change pas. Cette fonction elliptique 
ales mémes poles que F(z), car le facteur E,(w) n’a pas de poles. 
Le résidu de ®(w) au pole u =a est AE, (a), car on a, ati yoisi- 
nage deu=a, 


F(a) = ees + fonction holomorphe, 
u—a F 
Eo(u)= E,(a) + (w+ a@)Ep(a)+..., : 


d’ou, en multipliant, 
,  AE,Ya) 


DiGi Nes +- fonction holomorphe. 


Les résidus de ®(w) relatifs aux autres poles sont de méme 
BE, (6), ..., LE,(/). La somme des résidus d’une fonction ellip- 


*tique étant nulle, on a la relation res 
(24) | AE,(a@) + BE,(b) +...+LE,(1)=0.. 


En attribuant a Vindice p les mz valeurs “0, 1; io, ~s., ae 


-(n° 231), on obtient ainsi m relations nécessaires entre les pdles 
et les résidus de F(a). 


Décomposition en éléments simples. — Considérons la diffé-. 
rence 


(25) W(u)= F(u)—Aym(w, a) — Bym(u, b)—... —Lyn(u, tvs 
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nous allons montrer que cette différence W est identiquement 
nulle. Tout dabord, la fonction W(w) ainsi construite admet les 


mT Ue 


a) 


multiplicateurs rete : on a évidemment 


W(uw+2w) = Vw), 


car chaque terme du second membre admet la période 20; voyons 
ce que devient le second membre quand w croit de 20! : on a 
(abord 


mT ue 


F(w+2')—e 9% F(u)=0, 


Pp us 
MT ue 
w 


Ym(U+2w',a)—e Y¥m(u, a) 


: ( mo) « (nt—1) THe a) 9CUEE 
TL 6 0 Ceara arse a id Sonar 
a) ay o 
=——\r-+e Bote i —e By, (a)—... = —e than en ay, 
tn \ o( ) i 1\ ) Ss mn 1( ); 
= IT le 
Xm(U+ 20’, b)—e 3 Xm(u, 6) 
Af mT Ui (m—AT i ahr TUTLE 
wal (RDS aE Se mL 
ese ce ) (6) — Dionne Chie oMin( boa. es ware ORM td bh 
2, Ww) Ww Ww 
PEAR eet gh ena VON Mn To Roe boats. ap Est dp aele> se ei nea eke Etwiseems ahs Uelish sae Aierbtasehieire eye ieee ale o/s. clerg 


comme il résulte de la relation fondamentale (21) dans laquelle 
on remplace x par wu et y par a, ou b, ..., ou l, D’aprés cela, la 
différence 


mT UE 
Yuy—e & Wu) 


peut s’éerire 
6 ad a) 
Ete; ©~ )[AEp(a) + BEy(5) +. :.-+ LEy(2)], 


(770 — 1) TT te 


See Os [A Baa) BEC) 0 a LE, (Lyf, 


eo TNE 
et a oe 
— Fe? [AB n1(a) FBEm1(b) +... LEm-1(1)]; 

Loree ; 
cette diflérence est donc nulle, puisque chacune des sommes entre 
crochets est nulle en vertu des relations (24) entre les poles et les 
résidus. Ainsi la fonction W(w) yérifie les deux relations 

W(u+e2w) = V(w), 
(26) mm ue 

W(u+e2w’)=e © Wu). 
APPELL ET LACOUR. 26 
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De plus, cette fonction W est finie en tous les points A distance 
finie; elle n’a plus de poles. Par exemple, dans le voisinage de 


u—=da,ona 


A : 
EC) + fonction holomorphe 
u—a 4 
I : 
Xm, a) = + fonction holomorphe, 
: u—a 
et les autres fonctions Dina Ely O) a mesy Ym(u, ¢) sont holomorphes 


ay ie : I ; 
au point @ : dans la combinaison donnant W(w), —— disparait, 


et W(w) est holomorphe au pointa. Elle l’est également aux points 
b, ..., Let aux points homologues. En résumé, W(w) est une fone- 
tion sans péles vérifiant les relations (26). Mais nous avons vu 
quil n’existe pas de fonctions sans poles vérifiant ces rela- 
tions (n° 232) : done ®(w) est identuiquement nulle et Ton a la 
formule 


(OF) em F(u)=Aym(U, 4) + Bym(u, 6) +...4L7m(u, 1), 


qui estla formule de décomposition cherchée, mettant en évidence 
les poles de F(w), a, 6, ..., Let les résidus A, B, ..., L. 

Réciproquement, si a, 6, ..., sont des points arbitraires, non 
homologues deux a deux, et A, B, ..., L des constantes vérifiant 
les relauons (24), Vexpression (27) définit-une fonction aux 


mT UE 
multiplicateurs 1 et e °  admettant comme poles simples les 
points a, b,..., Lavec les résidus A, B, ..,, L, et leurs homologues, 
et les relations (24) sont suffisantes. 


Remarque. — On obtiendrait cette méme tormule de décom- 
position en considérant le produit 
(e) = F(e) x(a, 9), 
comme une fonction de ¢. Ce produit II(¢) est une fonction ellip- 
lique aux périodes 2 et 2w’, car les fonctions de ¢, F(¢) et 


Ym(u, °) ont des multiplicateurs inverses; cette fonction II(:) 
admet comme poles les points homologues de 


=a, de FSIS Cia Sante, 
avec les résidus respectifs 
Vek 


Afm(U, @), Bym(u,b), «6, Ly x(t, 2), — F(x); 
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Yexpression du dernier de ces résidus résulte de ce que ¥m(u, ©), 
regardé comme fonction de v, admet le pole simple ¢ = wu avec le 
résidu —1 (n° 233). En éerivant que la somme des résidus de la 
fonction elliptique, relatifs aux poles non homologues, est nulle, 
ona immédiatement la formule de décomposition (27), 


Cas des poles multiples. -— Nous avons écrit la formule de 
décomposition et les relations entre les poles et les résidus dans 
le cas des pdles simples. Si les poles sont multiples, ces formules 
se généralisent, comme celles que nous avons données (nb26 
et 219) pour les fonctions elliptiques et les fonctions a multiplica- 
teurs constants. Bornons-nous a éerire ces formules. Supposons 
que la fonction F(w) aux multiplicateurs 1 et e ° admette les 
poles a, b, ..., Lavec les parties principales 


A Ay Ag-4 


5 ooo pasa 
u—a@ (u—a/y (te — @)% 


on aura la formule 


2 ~~ dy, (lu, a) A ad? 7 ,(U, a) 
F(uy=> [Axon(u, DG Cee ES 3 wee OR SS 


in) da* 


Aa-1 dtVY ny (U, a) 
Te Sict eet) ae neat : 


Ja somme étant étendue a tous les poles. En outre, les relations 
entre les poles et les coefficients des parties principales sont 


stb ne 4 dE,(a) A, d?E,(a) 
& [Ava +a da So da? ay 


Ag-1 d*-1Ho(a) age 
1.2...(a—1) da%-1 eae 


-- 
oti lon fait successivement p = 0, 1, 2, ..., (m—1). 
235. Exemple, — Soit 


I 
| : g(2)= H(a@) Hy(a@) 
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Cette fonction vérifie les relations 


O(f--2w) = ofa), 
o(2 + 9.W =e ““-6(a) 


Si done on fait, pour un moment, 
Ww 


C38 — 
2) 


(D) 
©) (u =) = *) ==) (ern), 
2 


cette fonction F vérnie les deux équations 
20 


F(u+2w)=F(w), F (w= o00') =e: © -F (wv). 


Pour cette fonction F le nombre entier désigné par m est done 2. 
La fonction o(x) admet dans un parallélogramme des. périodes 


. 5 op I 
les deux poles simples o et w avec les résidus respecufs ———-—— 
: : H'(0)Hi(0) 
I y i 2 ! Ww . 
-et : - Comme w est égal A x + w'— —, la fonction 
H'(o0)H,(0) 2 2 


F(w) admet les deux poles 


Y w - 
C= 0) = 9. J=W+ —) 


avec les mémes résidus 


I I 
= A’ o% Hyco) PSF Gon ato 


A 


~ Ona donc la formule de décomposition 
Bie Aye(u, a) + By2(u, 6), 


dou, en revenant a la variable x et remplacant A, B, a, 6 par 

leurs valeurs ; 

H'(0) H, (0) w o 
as 


r (e if Ww , o » 
H(z) Hi(a) +o Sy 02) —pa(e ew Z, w4 2), 


Si lon met pour ces fonctions v2 les séries servant de définition, 
ona 


Il'(o) Hy(0) 
Hi @) Hy (a) 


‘ 


n=+ 0 
T . ™ : re 
= — ‘ —)})rg2n cot — (2 — 2nw’)— cot eA gaa ' 
20) dened ( ea | 8: ) cai 3) 2nrW )]. 


n=—@ 


_ 
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La seconde cotangente est égale a — tang — (x —2n w'); ona 
POA) 


done enfin, en réduisant, 


. R==-— 2 
H’(o)Hi(0) = ie 21 
Wey Bi(e) =o Oy a" a 
Wises in= (x —2nw) 


@ 


On établira de méme, a titre d’exercice, la formule 


(2m—1)? 


vate eG em ms 
Cae ; Sent q MER cot ~ |v —(an—1)o fie 


Hermite a montré limportance que présentent les développe- 
ments de ce genre pour les applications al’Ar ithmétique (OLuvres, 
loc. cit.). 


236. Formule de décomposition dans le cas de N positif, N= m 


mT ie 
(3) 


es Sart F(w) une fonction aux multiplicateurs 1 et e 


- Supposons que cette fonction admette les poles simples Oxia l 


non deux a deux homologues, avec les résidus A, B,..., L. L’ex- 
pression ; = 


W(u) = F(u) + Aym(a, u) + Byn(b, u)+...+ Lym, uw) 


est une fonction aux mémes multiplicateurs, mais n’ayant plus 
de péles. En effet, chacune des fonctions Eh Yona yt). 
F _ mm 


m4, w) admet les multiplicateurs 1 ete  ° (n° 233). En outre, 
dans le voisinage de u =a par exemple, on a 


TaN 4 
F(u)= + fonction holomorphe 
I 
u—a . 3 
I : 
Lm(@, uv) = — ee hss fonction holomorphe, 


et les autres fonctions ym (b, uw), ..., ym (, wv) sont holomorphes. 


Dans la combinaison donnant W, 


= disparait. Le méme fait se 


produit en tous les poles de F(w). La fonction W (w), admettant 


_ mtu 


les multiplications1ete © et étant partout finie, est une des 
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fonctions entiéres E(u) étudiées au n° 931. Elle est donc de la 


forme 
do Bo (w) + 4 Ey (2 eS coe pam enrea(s iP 


Olt Ap, At, e++,Am_1 sont des constantes déterminées. On a alors 
la formule 


: \ E(u) =—Ayn»(a, uw) — Bym(, Ub) eb w) 
20 4 
ee | +o Bo (tw) + Ay Ey (0) +... A Ema (U). 


On pourra déterminer les coefficients ), Raye 3-04 pc Ovni ate CROCE 
buant m valeurs numériques a la variable u. Pour une étude 
plus’ détaillée de ce point, nous renverrons aux Mémoires de 
M. Appell. 

Dans le cas des poles multiples, chaque terme de cette formule 
doit tre remplacé par une’ somme telle que 


( d; a, wu A, dy a, u 
—Axm(la, u)— Ay ae Tis2 Lai oe 
Ag—1 BI a, wu) 


Dans ces formules il n’y a aucune relation nécessaire entre les 
poles et les parties principales correspondantes. Ainsi, quels 
que soient les points a, b, ..., det les constantes Ay Bie eel igeee 
Vy +++) Ams, la fonction définie par la formule (28) admet les 


mT ue 


w 


multiplicateurs 1 ete - : 


237. Résumé. — On voit que le méme élément simple Y¥m(#, xX) 


peut étre employé pour la décomposition des fonctions F(uja 


NT ree ; : 
multiplicateurs 1 ete © , que N soit positif ou négatif. Quand N 
est négatif, N= — am, c’est x qui est la variable u et y qui coin- 


cide successivement avec les poles. Quand N est positif, N= m, 
c'est y qui est la variable u et % qui coincide successivement avec 


les poles. 
es poles i 


——————S>- ”»0 ——_. 


CHAPITRE XIII. 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS MODULAIRES. 


I. — LtnvariANT ApsoLtu J(c). 


238. Couples de périodes équivalentés. — Nous avons vu 
(n° 21) qu’étant donné un couple de quantités w, w! assujetties a 
cette condition que le rapport wo’: soit imaginaire, on peut tou- 

{ PI 5 
jours construire une fonction elliptique p(w|w, o') admettant 
pour périodes 2, 2’. Inversement, nous allons résoudre le pro- 
bléme suivant : 


Etant donnée une fonction elliptique p(u |, w’), déelermr- 
ner lous les couples w,, w', tels que les fonctions 


piu=plulay, o') 


coincident toutes avec la premiere. 


Comme au Chapitre TV, nous nous imposerons, dés a présent 
et dans tout ce dermier Chapitre, la condition fondamentale que 
Voici : 


® 


Les parties réelles % ( =) , ; 
/ iw 


r J. f 
Ww WwW ia) 
R (34) des rapports +~) —+ de- 
\ EO) tH LW, 


gront ctre essentiellement positives. 


Cette conyention, dailleurs, n’est nullement restrictive pour lc 


_ probléme actuel : car, si l'on a obtenu tous les couples w,, | res- 


pectant la condition précédente, l'ensemble des couples w,, —o, 


-fournira la solution du méme probléme, précisé par la convention 


—opposeée, a( 


P 
12) { 


a 


Abordons maintenant la détermination des couples w,, w’,. Tout 


bw, 


dabord, si p,u coincide avec pu, les poles 2m, et 20) de pyic 


a.) 
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devront étre des poles de pw; on aura done 


c wo’, = aw'-+ bu, 
(1) 


o, =cw'+ dw, 


a, b,c, d désignant quatre entiers. Réciproquement, les pdles 20, 
20' de pu devront appartenir 4 p, wu, ce qui entraine les relations 


; ow = A, 0), + 544, 
(2) 


QO: C104, + d,w1,° 


a,,6,,¢,, d, représentant de nouveaux entiers. Mais les expres- 
sions (2), transportées dans les équations (1), doivent les vérifier 
quels que soient w,, et w’, : sinon, on en déduirait que le rapport’ 
w, 1 w, est réel; on aura donc les relations 


aa+beo=1, ab,;+ bd,=o0, 
Ca+dcy,=0, cbhy+dd,=1, 
d’ou l’on tire 
1= (aa;+ be,) (eb; + dd,) — (ab,+ bad,) (cay+ age 
= (ad — be) (a, d,— b,¢). 


Le produit des deux entiers ad — be et a,d, — b,c, devant 
etre égal 4 1, on a nécessairement 


ad 06 =\— =; dj 6.0} (ez ==. 


Pour déterminer ¢, nous nous appuierons sur notre convention 
fondamentale qui nous montrera que « est positif et, par suite, — 
égal 4 1. Posons, en effet, 
wo =a+78, W, =a, +76), 

w' = a'-+ 78", w= a +08): 
il viendra 


a(Z) = a |e ae af’ — Ba’ 


¢ a i (42+ B?) ir. a2 82 ’ 
afl _ 1 Bi — Bray , : 
me ee oe 


d’aprés notre convention, «8' — Ba! et 2, 6) — 3,2 seront done 
positifs. Or, on tire de (1) 


trae’ +64, a= ca'+ da, 
Bi =af'+ 6B, §8,=c8'+ dg, 


ek 


‘termes, mais rangés, chaque fois, dans un ordre différent.: leurs == 
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dou 
a8, — Ba, = (ad — be) (a8! — Ba’) = &(a8" — 82’), 


ce qui montre bien que ¢ est positif. 

Etablissons maintenant ~que la condition obtenue est suffi- 
sante; end’autres termes, définissons w, et w, par les formules (1) 
ot. a, b,c, d désignent quatre entiers satisfaisant a la relation 


(3) ad — be =1: 


nous allons voir que les fonctions p(w|,, w,) el tL p(u |, w') 
coincident. 

Tout d’abord, les équations (1) résolues par rapport a o! el w 
donneront, en vertu de (3), 
(2') w= dw — boy, 
§ wo =—Cw, + 04. - 
Or il résulte de (1) que toute période w, = 2mw,-+ 2n w, de la 
fonction p,u est une période de pw; et, d’aprés (2'), toute période — 
de pu estaussi une période de p, w. Les séries absolument conver- 
gentes qui définissent pu et p,u sont done composées des mémes 


sommes pi.et p,u sont done identiques. = 
Les mémes conclusions subsistent éyidemment pour les fonc- 

tions ¢w et Cu correspondantes, et l’on peut énoncer la proposi- 

tion suivante : 


Pour que lune quelconque des trots égalités = 
¥ oOo 


go (ulm, 01) =o(u|o, w’), 


e (ufos, 0) =f(ulo, ©), 


~ p(ufor, o4) = pul, 0”), 


sot vérifiée, tl faut et ilsuffit que o, w', w,, wo sotent liés par 
. Ps 7 b 49 1 


les équations (1) ot les entiers a, b, c, d satisfont a (3). 


Les fonctions gu, Cu, pu peuvent donc se construire indiffé- 


remment, soit a partir des périodes 20, 2w', soit a partir des pé- 


=: 
a 


— 
ey i" 


riodes 2,, 2, ce que nous exprimerons en disant que les couples 


de périodes primitives (w, w’) et (,, w,) sont équivalents. ax 


. 
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239. Réseaux de parallélogrammes équivalents. — La remarque 
qui nous a permis d’‘identifier les séries pu et piu peut s énoncer, 
eéométriquement, de la fagon suivante : 


D 


Les réseauz de parallélogrammes construits, dune part avec 
les périodes 2, 20', d'autre part avec les périodes 20,, 20, 


ont les mémes sommets. 


On peut ajouter que les aires des parallélogrammes élémen- 
taires du réseau (20,,20,) sont égales a celles des parallé- 
logrammes élémentaires du réseau (20, 20’). 


Car, avec les notations du numéro précédent, Vaire du parallé- 
logramme (0, 20, 20 + 20, 20') est mesurée parle nombre positif 
4(a%'— Ba’); et callé du paralle ‘logramme (0, 20, 201 2045 204), 
par le nombre égal 4(«,8, — 2,2, ). 

Enfin, le fait que les deux nance précé sdentes sont posi- 
tives peut s‘interpréter de la fagon suivante :,quand on décrit le 
périmétre de chaque parallélogramme dans l ordre 0, 20, 2-+ 20, 
20',0 OU 0, 204, 20, + 20), 20,0, on laisse chaque fois Vaire 


enveloppée a sa gauche. 


240. L’invariant absolu J. — On voit de méme que les inva- 
riants g2(,') et g3(m, w') de la fonction p(u| , o') ne 
changent pas de valeurs quand on substitue aux périodes 2 
et 20/ les périodes équivalentes 2, et 24 : car cette substitution 
ne fait que modifier ordre des termes dans les séries absolument 
convergentes qui définissent gs et gs; et ainsi se trouve légitimée 
la dénomination d’invariants que nous ayons attribuée a ces 
quantités (n° 33). 

Introduisons maintenant le rapport des périodes — 


r 
2) 


a ’ 


Ba) 


nous aurons succes si vement 


V=E2mo+2nrw = eae ne), 


aD on is > OTF es 


= eee 5 Ga ee ye’ 


‘f 
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et ces relations montrent, comme nous le savions déja (n° 36), 
que g» et gy sont homogénes et de degrés — 4: et — 6 par rapport 
aux périodes; le quotient 93 : 9} est donc homogéne et de degré o. 
Au lieu de ce quotient, considérons le nombre J qui lui est relié 
par la formule 


See ot 
e = 27 Jere 
on aura donc 
aot of 
ies 52 Pe RehC! 
ao ol a ie 
62 — 2783 
is) \.< : a ee ze ¢ , + a 
(n° 46); J, comme g} : g?, ne dépendra que du rapport des pé 


riodes et, de plus, il restera toujours fini, si le discriminant A ne 
s'annule pas. ’ 

Avec M. F. Klein, nous donnerons a cette fonction J(z) le nom 
Vinvariant absolu, ct. cette dénomination est doublement justi- 
fice : d’abord_J(<z) garde évidemment la méme valeur pour 1’en- 


semble des fonctions elliptiques p(w | Aw, Aw’) ot A varie arbi- 


lrairement; en outre, d’aprés ce que nous avons dit de gy et 23, 


; w! 
J(<) ne chanee pas non plus quand on substitue a <7—= W— le rap- 
(+) ne change pé DAL} jute d & ay 


port z, de deux périodes équiyalentes, 2’, et 2, : fait fondamental 
que nous préciserons au n° 242, 


241. La fonction J(z) est holomorphe dans le demi-plan positif. 
— Montrons d’abord que Vinyariant J(z) est une fonction holo- 


morphe de la yariable <= a2 + iy dans le domaine (w) défini 
par e< y <e', ¢ étant un nombre positif arbitrairement petit. 
se 
En effet, les séries : 
ee eee oe 
= 60 dad (+ nT)" 140 = (m =- n7)s 


sont holomorphes a V’intérieur de (w) (voir la Nate IV ala fin de 
POuvrage ); la fonction J(z) ne peut donc cesser d’étre holomorphe 
a Vintérieur de (a) que si l’expression 
: A= (20)-1?( gy — 2787) =(aw)-? A’ 
i at 
 s’annule 4 V'intérieur de (w), ce qui ne peut arriver que si A’ lui- 


- méme s’y annule. Mais, puisque + appartient a (w), on peut cons- 
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truire une fonction p(w{1,7) dont le discriminant (qui est 
2~'2A’) ne peut étre nul (n° 47). J(<) est done holomorphe a 
Vintérieur de (w); sous forme abrégée, nous dirons encore : 

La fonction J(<) est holomorphe dans le demi-plan positif (wm) 
(en entendant par la, Pensemble des points t= w + cy 4 distance 
finie, et d’ordonnée 'y positive). 


242. Propriété fondamentale de la fonction J(<). — Etablissons 
maintenant la propriété fondamentale de la fonction AF 


Pour que Von att J(t,) =J(t), = et t elant deux points du 
demi-plan positif, tl faut et il ee que + et % vérifient la 
relation 


at+6 
ct+ada’ 


~ 
— 


n= 


ou a, b,c, d désignent quatre entiers, tels que ad —be=1. 


La condition est nécessaire : car, si t ett, appartiennent au 
demi-plan positif (), nous pourrons construire deux fonctions 
elliptiques p(u|i,7) et plu r)%1) dont nous désignerons les 
couples d’invariants par 29, 3 et 95, g} respectivement. Or, l’éga- 
lité J(<,) = J(*) entraine 


(5) ; (gi 2 SF. 


(8! 


oe 
< 
Nw 
Qg 
wre 


comme on ne peut avoir simultanément 2» = 0 = gs (sinon A 
serait nul; cf. n° 47), on pourra par exemple déterminer une 
auxiliaire ) par la relation 


8, = 82} 
daprés (5), Pune des solutions de l’équation précédente en } satis- 
fera a . : 
83 = 3 23. é - 
dt 
P *, le choix de la racine étant arbitraire; en 


vertu des relations at eouioneneie (n° 36, p. 47 i) la fonction 
pul, or, )admettra pour invariants g"9 =)? o) = oy el 2, = oy3 
ayant mémes invariants que p(u| 1,7); elle iene avee cette 


derniére fonction (n° 33, p. 44). Or, Pégalité 


p(ulo, 71) = p(u]1, 2) 


’ 


o 
% 


a“ 
_ 
ee 
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entraine (n° 238) deux relations de la forme 


xe w= att+, 
(0) 

w=et+ d, 
a,b,c, d étant quatre entiers de déterminant 1; et des équa- 
tions (6) on déduit précisément la relation (4) que nous voulions 
établir. 


La condition est suffisante : car, si elle est vérifiée, on pourra 
déterminer une quantité » par les équations compatibles (6); les 
deux fonctions p(w), w7,)et p(u| 1,7) seront identiques (n° 238) 
et auront alors mémes couples d’inyariants (n° 24)), ce qui en- 
traine l’égalité des invariants absolus, J(<) et J(7,). 

La proposition que nous venons d’établir présente une impor- 
tance capitale pour l’étude de la fonction J(7) dans le demi-plan 
positif; mais avant d’abordercette étude, il nous faut dire un mot 


des transformations ( 4 ). 


I]. — LE GROUPE MODULAIRE ET SON DOMAINE FONDAMENTAL. 


243. Substitutions linéaires. — Soient a, 3, y, 6 quatre nombres 
quelconques (réels ou imaginaires), satisfaisant a la condition 
iy] - 
46 — By AO; posons 


(7) Ci SAF ats 


L’opération faite sur + s’appelle une substitution linéaire; nous 
la désigherons parle symbole 2 


a é) 
(; >) 
ou, d’une fagon abrégée, par une lettre unique, telle que S; nous 
écrirons ainsi 


Sy ee 


et, sit, coincide avec z, nous dirons que 7 est un point double de 
la substitution. L’expression 76 — By est le déterminant de la 
substitution ; puisqu il est différent de zéro, 7, dépend effective- 


ment de la variable z; de plus, on peut résoudre (7) par rapport 


- 
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Az, et lon voit aussitot que z se déduit de z, par la substitution 


a en gp : 
ee ni 2 
Cette substitution est dite la substitution ¢rverse de S; nous la 
représenterons par le symbole S~!, ce qui nous permettra d’écrire 


T= 57144. 


t 
Ay 


} r 
spd é : 5 3 2 : : : 
Désignons par S’ la subsutution ( ; £ 25 posons +, = S’%,, et 
2 ~ 
‘ b 
cherchons la relation entre 7, et 7; nous trouverons aisément 


= S(T) = ity 

avec 
Pare y “eee 
Yatdy y’B+6 


Nous représenterons la substitution précédente par S'S, et nous 
lappellerons le produit de S par S'. On vérifie-sans peine que le 
déterminant de S'S est le produit des déterminants de S et de S’. 

On définirait de méme le produit SS’ de S’ par S; il a pour 


Sate 
ya, 10% ate 38 


expression 


En général, cette substitution est différente de SS!; dans la 
multiplication symbolique des substitutions, on n’a done pas le 
droit, généralement, d’intervertir ordre des facteurs. Par contre, 
le produit des substitutions est une opération associative : on voit 
immédiatement que S’(S'S) == (S"S')S, de sorte qu’on peut sup- 
primer les parenthéses et désigner!’ opération précédente par S’S’S. 

Supposons que plusieurs substitutions consécutives d’un produit 
coincident; au lieu d’écrire SS, SSS, ..., on emploiera les sym- 
boles S?,S*,..., et plus généralement S”; de méme S~” désignera 
la puissance n*™® de la substitution S~'. D’ailleurs, appliquée az, 
Ja substitution S~'S (ou SS~') le reproduit identiquement : c’est / 
ce qu’on appelle la substitution wnité (ou identique), et lon peut 
évidemment supprimer le facteur précédent dun produit symbo- Fim 
lique. En définitive, on voit que, quels que soient les entiers m, 7, 
le symbole S obéit a la relation - 


Susr— os : ’ 
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244. Propriété géométrique des . substitutions linéaires, — 
Représentons le nombre z par son image dans le plan complexe ; 
toute substitution S (a coefficients réels ou complexes ) définit une 
transformation du plan complexe en lui-méme : celle qui templace 
le point-image de < par le point-image de Sz. Indiquons une pro- 
priété fondamentale de cette transformation. 


Ae 10 = a : ; y 
Soit S == ( ae sulyant quon a y7oO ou yo on peut 


yO 
écrire 
; as 
x os % \ a eee 
( 5) = S1S:5:Ss ou Ss 5) = S881, 
) 13) 9) 
avec 
Cy a5 — Br a 
Oye = ty Sst =>— =; 53t ay Cap StS + = 
if : . { 
ou 
a " g 
Sh teers Pot = t+ =- 
19) a 


Mais, interprétées géométriquement, 5,, 5,, S sont des transla- 
tions ; S; (ou S/,) est une homothétie par rapport a Vorigine, sui- 
vie d'une rotation damplitude 4 autour de lorigine, si 2 — $y 
; : — 

‘ 


x J - ey , + 
(ou ;) est une quantité complexe d’argument 9. Enfin S, est une 


inverston par rapport au cercle |z| = 1, suivie d’une symétrie 
par rapport a Vaxe imaginaire. 

Or, chacune des transformations précédentes conserve les 
angles, et transforme les droites et les cercles en cercles (ou 
en droites ); il en sera donc de méme de la substitution linéaire la 
plus générale. : 

Observons encore que si 2, 3, y, 6 sont réels et satisfont a 
46 —By=1, les translauons S,, S,, Si, sont paralléles a axe 
réel; S; et S{ sont des homothéties de rapports positifs; la subs- 


‘titution linéaire Sz transforme done l’axe réel en lui-méme et 
change un point du demi-plan positif (w) en un point de ce demi- 


plan. De plus, elle transforme les denai-circonférences et les 
demi-droites de (w) orthogonales 4 axe réel en demi-circonfé- 


- rences (ou demi-droites) de (w) orthogonales a cet axe, résultat 


qui concorde bien avec la conservation des angles. 
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245. Le groupe modulaire. — Par définition, un ensemble de 
substitutions données $,, Sj, ..-., Sy,... en nombre fini ou non, 
= y= + By 
Syz = : 

Yyt + Oy 


forme un groupe si l'inverse d’une quelconque des substitutions 
et le produit de deux quelconques d’entre elles font partie de l’en- 
semble ; les points correspondants 7 et Syz sont dits equivalents 
par rapport au groupe. On dit encore que A substitutions d’un _ 
groupe sont indépendantes si aucune d’elles ne peut s’exprimer 
par un produit symbolique ot ne figurent que les autres substtu- 
tions. Si toutes les substitutions du groupe sont identifiables a des 
produits ot ne figurent que & subsututions indépendantes du 
groupe, 5,,+.-, 54, on dit que le groupe dérive des & substitutions 
5;, Se, -.-, Sx, qu’on appellera,encore substitutions fondamen- 
tales ou génératrices du groupe. 

2M + 2now! 

I 
point w par son homologue wu -+ 2m -+-2nw’ d’un autre parallé- 


. . . . I . 
Ainsi, les substitutions e ) qui remplacent un 


logramme de périodes (n° 18) constituent un groupe ® dont les 
substitutions fondamentales sont les translations 


ie en s ae 
et . 
oO [ , ce) [ 
4 . . . 
De méme, actuellement les substitutions (4) constituent un 


‘a if) sont a coeffi- 
a. s 


cients entiers, et vérifient (3); de plus, si S et S’ désignent deux 
substitutions de ’ensemble (4), le déterminant de SS’ est encore 
égal a1 (n° 243). 

Nous appellerons ces substitutions, substitutions modulaitres, 
et nous désignerons leur groupe T sous le nom de groupe modu- 
laire. Nous sayons déja (n° 244) que [ transforme Uaxe réel en 
lui-méme et le demi-plan positif (w) en lui-méme; nous yerrons — 
bientot que ce groupe dérive des deux substitutions fondamentales 


groupe, I’: carles substitutions inverses ( 


Grace a introduction de cette notion nouvelle, nous pouvons a 
énoncer le théoréme du n° 242 de la facon suivante : 
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La fonction J(z) est invariante par toutes les substitutions 
du groupe modulaire, et par ces substitulions seulement, ce 
que nous résumerons en disant : 


. La fonction J(z) appartient au groupe modulaire. Et, dans. 
le méme sens, nous pouvons ajouter : 
La fonction pw appartient au groupe de-substitutions 


Su =Eu-++omw+ anew’: 


le couple (pu, p'w) appartient au groupe 


(Q) Su=u+2mwu+o2nw’, 
4 
Plus généralement, a tout groupe de substitutions linéaires, on 


peut, sous certaines conditions, faire correspondre une foWetian: 
ou un couple de fonctions qui lui appartiennent : ce sont les fonc- 
tions fuchsiennes et les fonctions kleinéennes, dont la découverte 
et la théorie sont dues aux mémorables riche thes de H. Poincaré rc 


Atta maih.;.t. t—V; OF uvres, t. U). 


246. Ls domaine Eoratonta du groupe modulaire. — Les 
remarques que nous avons faites au début de la ere des fonc-— 


tions elliptiques (n° 18) peuvent s’énoncer actuellement de la 
facon suivante : 


z 1° On peut subdiviser le plan complexe en un réseau de paral- 
lélogrammes qui sont les transformés de Vun queleonque d’entre 

Becux,: soit P, par les substitutions 2; et tout point du cae est équi- 

valent (relativement a Q) a un point et a un seul de P. 

pe 2° il suffit de connaitre une fonction elliptique dans un parallé- 

c,. pour la connaitre dans tout le plan. 


__ De méme, actuellement, comme nous alone le montrer : 


1° On peut subdiviser le demi-plan positif en un réseau de 
: triangles curvilignes, qui sont: les transformés de lun quel- - 
conque dentre eux, soit 6, par-les substitutions du groupe 
_modulaire V; et tout point du demi-plan est équivalent (rela- 
tivement a r) aun point et aun seul de &. « 4 

2° Il suffit de connattre la fonction I(s) dans un de ces 

triangles pour la connaitre dans tout le demi-plan positif. 

4 
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Nous commencerons ‘par construire ub triangle 6 qui jouit, 
comme nous l’établirons ensuite, de la premiére des propriétés 
précédentes ; pour cette raison, nous dirons que est un domaine 
fondamental du groupe modulaire. 


Dans le demi-plan positif Meine aie: 


iangle & 
sera limité par les deux demi-droites 2” = = 1, ay 23, ainsi 
que par lare de cercle 2? 4-y? =1, 42? < . Ce triangle est symeé- 
trique par rapport a Oy; Pun de ses sommets est rejeté a Vinfini 
dans la direction de cet axe; les deux autres sont les points 


Tt 


3 


ee oe 


eee ae ee ae a ae 


= 0 1 
; \ 

0, ; ets —- Quant aux points de la frontiére de @, nous les considére- 

rons comme appartenant a @ s’ils satisfont a x >o, et comme étran- 

gers 4 & dans le cas opposé. On verra (n° 937) que cette restric- 

tion a é6té.introduite dans le méme but que la restricuon oe 

du {n° 18. 

Appliquons a @ une substituuion modulaire quelconque ; nous 16 
transformerons en un triangle limité par trois arcs appartenant 
(n° 244) a des demi-circonférences orthogonales a l’axe réel ; géo- 
métriquement, l'un quelconque de ces tional est donc defini par 
la donnée de ses trois sommets. 

Sur la figure 37, nous avons représenté le triangle @ et ceux 
qui s’en déduisent par les substitutions U, U-', V, VU, VU~', 
VU-'V, UV, VUV; les sommets des triangles VU et VU-! sont, 


a 


NOTIONS SUR LES FONCTIONS MODULAIRES. 419 


par exemple : 


: Poy = V3 Mees yes 
VU: 0, 3: ea are pena tee 
3 6 2 
; r+i73 Lt Set 3 
VU-!:0, po es ae eee 
2. 3) 6 
; a I + : . : 
observons que = SS ——|, résultat qui nous sera utile 
3 V3 3 


plus loin. 

Il s'agit d’établir maintenant que @ est bien un domaine fonda- 
mental du groupe modulaire; et, pour cela, nous démontrerons 
Wabord les théorémes suivants : 

947. Théoréme I. — Deux points distincts du triangle © ne 
peuvent étre équivalents par rapport al. 


Supposons, en effet, quil existe deux points t=2-+ 1), 
~/ = x'+iy', appartenant au triangle 6 et transformés lun de 

Sahat : ab : 
Vautre par la substitution S = (3 =) du groupe modulaire; on 


aura done y! = fa avec 
(8) D=(exr +dyi+ecy? 


= (a? + y2?—1) +¢ed(2ex +1) +c?—ecd + d? 


ets? == 1. Le symbole ¢ ne figure que si cd n’est pas nul; et, dans 
ce cas, nous choisirons ¢ de telle sorte que eed soit positif. Or, 
puisque c et d-sont entiers, la quantité 


Mop rouge (a- ae 302 afc a aes 3a? 


est supérieure a1, saufsi on ac? =o our etd? =0 ou 1, L/hy- 
pothése cod étant a rejeter, on aura’ done toujours 
c? — sed + d?7 1, Végalité n’ayant lieu que dans l'un des trois cas 
suivants : 

(4) Ch=ai0; oe 

(II) : Ont, - at= 05 


(TIT) e =f, @=t1 (ecd > 0). 
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De plus, si t appartient au triangle G, on aura 


r+ y2—1i>0, 2EL +I > oO, 


lune ou l'autre de ces inégalités, suivant le cas, devant étre rem- 
placée par une égalité si < appartient a la frontiére de G (ce 
qui exige que son abscisse x soit 20). Appliquées a (8), ces 
remarques montrent qu’on a toujours D—1, et, par conséquent, 
yoy, Pégalité ne pouvant avoir lieu que dans lun des trois cas 
suivants : 


(1) CSO), GEIR 


Sz est de la forme 7’ = 7-4); 


(11) é ci=J. a6 
et 7 est sur le cété x? + y?—1=0; 


(IIL) Cras 74 hMe 3) 


el + coincide avec le sommet /(/' n’appartient pas a G). 

La premiére hypothése entraine x’ = x + 0; or le maximum de 
la différence des abscisses de deux points du triangle est égal a1 
(en valeur absolue), et ce maximum ne saurait étre atteint, d’ail- 
leurs : car les deux points seraient sur deux cdtés rectilignes de & 
(symétriquement par rapport a Ov); un seul d’entre cux appar- 
tiendrait done a 6: Dés lors, on a nécessairement b= 0, et S se 
réduit a la substitution identique. 


Supposons maintenant ¢ ~ 0 et appliquons la méthode précé- 


‘ ene ; ad —b : 
dente a la substitution inverse S~! = [se ade nous obtien- 


drons cette fois la condition y Sy’, Végalité ne pouvant avoir lieu 
que dans les cas Il'-(¢?=1, a=o0,.'.) et Wi (e®?=1 =a?) Sey 

Ces résultats, rapprochés de ceux qui proviennent de l'étude 
de 5S, montrent que siz et z’ sont équivalents, onay'’=y, et, de 
plus, Pun des quatre cas suivants est réalisé : 


(II, 1’). — Ona c? =1, d=o=—a;S west autre que la substitu- 
hon ss Vr = —2) ; de plus, vet z/ sont sur le cdté x? +y?=1, 


Effectivement, la sustitution V les échange l'un dans autre, 


pourvu quils soient symétriques par rapport & Oy; mais, de ces 


deux points, un seul appartient a 6; le cas ne peut done se pré- 
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+=, ils coincident avec un point 


SA ar Pes 
Si<et<’ vyiennent en 7 


senter 
double de V (qui appartent a @) 


aie ae aS == Os 


(i, Wt). — 


e=— 1, dot ¢d <6, et-S s’éerit 


So aaa 
mee. I I 
On_en Ure 7! = 17; = et z’ coincident avec un point double de = 
(qui appartient a ©). 
—- On trouve de méme que 5 a pour expression 


Soe Sia esl 
I oO Se 


ultat n’est pas essentiellement 


(ILI) 


Ce 


——a 
¥ 

yt SS 
Ze 


et Pon doit avo 7 = 1 r 
v4 
_ . 


distinct du précédent, cat 


= On verra Sans peine que 


(T11-I11' ) 
Bet a ayec qian iyi bee See nS 
& I 2 J 2 
mais un seul d’entre eux 


= et 7’ sont deux sommets différents de ©; 
: le cas ne peut done se présenter. 


appartient a& 
En définitive, notre théoréme se trouve complétement établi; 
de sa démonstration résultent, en outre, les conséquences 


suivantes : 
Aucune substitution modulaire (non identique) ne peut 


avoir de point double a Vintérieur de & 
Deux points de la frontiére de ©, symétriques par rapport 


a Oy, sont modulairement équu alents. 


Q48. Théoréme II. — Siz est extérieur a G, on peut toujour 


trouver un point de & equiv alent a-. 
Observons d’abord que si z (= #-+-7y) est extérieur a la bande 


Aorst, 


(wb) 
il existera toujours un entier, positif ou négatif, n,, tel que la 
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substitution U7 (==7-+ n,) raméne 7 a Vintérieur ou sur la fron- 


tiére de (vb), Soit <,; = U" +. Siz, appartient a €, le théoréme est 


démontré ; sinon, posons 7, = x, -+27,, formons 


ce pl eae), 


et ramenons 7, dans (vb) par la substitution U”. Le procédé est 
évidemment général : supposons qu’on ait défini le point 
Tp = Lp + 1)p de (Vb); sit, n’appartient pas a G, on trouyera un 
exposant 7p; tel quetp>,, = Uv Vc, appartienne a (1! 5). Ceci posé, 
nous allons montrer.qu’au bout d’un nombre fini d’opérations, on 
obtiendra tin poimt (soit c,) appartenant a . 

Supposons, en effet, qu’on ait toujours, quel que soit p, 


T 
pd 1 2 . 
Ly a ae ae - 


L’ordonnée y,,, de ty,, est égale a celle de \V<,, c est-a-dire 
i A Parl P+Hi D i 

: y Pe, 

a — b) d Ou 

a p hy Ana ‘ : 

Vps+i> 3Y p = Chae pore pea 3P 4 == yin 


Or, si y west pas nul (c’est-a-dire, si 7 n’est pas un nombre 
réel), on oie toujours trouver un entier p assez grand pour 


2 


que Von ait 343,, >1, ce qui est en contradiction avee notre 
hypothése. 


Il faut done admettre que pour une certaine valeur p' de p, on 


1 Pa A 4 . Ete Ps ae ee 
Pas Mais alors (n° 246; ad jin.) zp appartient a Vintérieur 
3 ; 


ou a la frontiére d’un des triangles VU, V yWU™ eb un “des 
points U>! Vt,.; Vty ou UV Tp’ appartient a lintérieur ou a la 


frontiére de G. On peut donc bien trouver une substitution modu- 
laire S telle que Sz appartienne a &. , 


Corollaire. — Supposons maintenant ae le point Sz soit inte 


rieur a G, et montrons que S est unique . car sil en existait une 
seconde, 5’, répondant a la question, les points équivalents St 
et S'z de 6 coincideraient; la substitution S'S~! aurait pour point 


double le point Ss, intérieur AG; elle se réduit done (n° 247, ad fin: ) re 


ala substitution unité, et VonaS—S'. 


~ . 


249. Théoréme III. — Le groupe modulaire oe ties substi- 
tutions fondamentales U et “y. 
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En eflet, soient z un point quelconque intérieur 4 &, et S une 

substitution modulaire quelconque ; d’aprés le théoréme I appli- 

qué au point Sz, on peut toujours trouver une suite d’entiers 
Ny, Noy-++5 Ng (Ny Ct Ng pouyant étre nuls) tels que le point 


TU ANA UL ies ad BAA De (= Sit) 


appartienne a Vintérieur ou ala frontiére de @; mais zt étant inté- 
rieur a G, ceci exige que son équivalent ~' coincide avec lui (théo- 
réme 1); S, admet done z pour point double, et se réduit dés lors 
a la substitution unité (n° 247); on peut done écrire 


S'= U-™YV. 3. U4: VU-"4. 


Les substitutions U et V, évidemment ep aca sont done 
bien des substitutions fondamentales (n° 245) deT. 


250. Application a J(<): — Les théorémes que nous venons de 
démontrer entrainent d’importantes conséquences. Tout Vabord, 
le procédé méme par lequel nous avons établi le théoréme Il 
montre encore que le réseau des triangles déduits de & par la 
combinaison des substitutions U et V finit par-recouvrir un 
point quelconque du demi-plan positif (wm); et, Vaprés le théo- 
réme IIL, les transformations précédentes épuisent toutes celles 
du groupe modulaire V; enfin (corollaire du théoréme IH), deux 
triangles du réseau ne peuvent se recouvrir partiellement. 

‘A ce réseau que nous yenons de construire, nous donnerons le 
nom de réseau modulaire ; ce réseau recouyre le demi-plan posi- 


tif sans omission ni duplication, propriété que le réseau des paral- 
‘Jélogrammes de périodes attaché au groupe Q (n° 245) possédait 
également dans tout le plan; et nous pouvons dire enfin que G est 


bien un domaine fondamental (n° 246) du groupe modulaire. 
D/ailleurs, il est manifeste que l'un quelconque des triangles du 


réseau peut tre substitué a © comme triangle fondamental: 


_. Revenons maintenant a la fonction J(z) que nous avons: -définie. 
dans (@); Sit appartient au triangle du réseau transformé de & 
par S, le point, ee, appaccent a @, et Vona(n® 245) 


J(s) = JI(S 1s). 


kK Une fois connue dans @, la fonction I(z) Vest done aussi dans (w), eb. 


Von peut dire encore que € est le domaine fondamental de J(z). tl 


- e - ~ 


a 
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nous suffit done d’étudier la fonction dans le domaine 6, comme 
nous l’avions annoncé; c’est cette étude que nous allons entre- 


prendre maintenant. 


II. — ErupE bE LA FoncTION J(<) 
A LINTERIEUR DE SON DOMAINE FONDAMENTAL. 


251. Théoréme IV. — Léquation J(z) —a=o n’a quwune 
racine au plus dans le triangle &. 

Car Pégalité J(<') J(t) nécessite (ne 245) que 7/ et 7 soient 
é€quivalents par rapport aT, et le théoréme devient alors une con- 


séquence immédiate du théoréme I. 
‘On peut ajouter que si l’équation J (7) —a =o est satisfaite en 
un point 7 de la frontiére de 6, la méme équation est encore satis- 


faite au symétrique de 7 par rapport a Oy. 


252. Théoréme V. — Hn deux points, z et 7', symetrigues 
par rapporta laxe imaginaire, la fonction J(z) prend deux 
valeurs imaginaires conjuguées. 


Appelons g» et 23 les invariants de la fonction p(ul|1, t)ret 
857-8; ceux dela fonction p(u|r, >’); posons, de plus, 7 = pee 
t'=— x+y. Les séries qui définissent .g 22 et gs étant absolu- 


ment convergentes, nous pourrons écrire, par exemple, 


+0 + © 


LO'g—s0) ~ oy [(m + na + niv)-§+ (— mM+nz+niy)-*| 


m=1 n=—o2 
+ 2 - 


+ 2(@+ ty)-6 2 n-4 


r=—=—e 
+0 + 0 


=3 >) > [Cn cttw ee ne AS Ee ene 


ma=1nr=+ 0 
+ 2 


+ 2(@+71y)-6 > ns, 


r=— CO 


“On aurait de méme : 


+o +2 
16 g5= 35 >» >; [(m— nex + niy)- oe ee 


m=1n=—o 
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4 J . E ae Le = wate Be : A Re 
3 et g, sont donc imaginaires conjugués ; il en est de méme de g2 


et g., et par suite [n° 240] de J(<) et J(c'). 
8» Pp ) 


253. Théoréme VI. — Dans le triangle &, la fonction J(z) 
nest réelle que sur le demi-axe imaginatre et sur la frontiére 
du triangle. 

Soit toujours 7 = # +-7¢y; J(z) étant réel coincide avec sa quan- 


tité conjuguée, et l’on a (théoréme V 
: § ) 


Via +iy)=J(—ax+ ty). 
Les points 7 + ty, —x2-+ Uy (le second pouyant étre étranger 
, y ] 5 
4’ @) doivent done coincider ou étre équivalents par rapport aT, 


ce qui établit notre proposition, en vertu du n° 251. 


O54. _ Théoréme vu. — La fonction J(z) satisfait aux 
i equations CP Tete, bce 
p- E i . =e fn ‘an ra 
= ma dGyer et MS 
Beers ; et te ee 
Supposons @abord 7 = = 1, ou w' = tw. Dans la forniule d’homo-_ 


eee C59), 36, p- 46), faisons vu = 7; il viendra 
pliulio, te ie Seine tie 


- Mais, actuellement, w’ = lo, dow 


™~ =n 


ROMEO ria) eae Bua lee, ee 


> ~ 5 


ae “ paaay: ae = 


ax membres de (9), remplagons les fonctions Pp par 
e at (42) (ne 33, ae 43); de la comparaison des 


0 onthe do donnera 


U - WS Aa > Es 
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pour += l, 


(10) plu =—Ipu. 


Comme tout 4 Vheure, développons les deux fonctions autour 
de w= 0; de la comparaison des termes en w? il résultera g, = 0, 
“doa me 240 | J(¢4) =o. Ona @ailleurs [ théoréme V4 


ey ele sy) HiDy 
(1495) a) =o. ~ 


Remarque. — On dit que la formule (g), ou (10), constitue 


une formule de multiplication complexe pour la fonction 
p(wlo, 7) (z= 6 oul); la formule (10) a dailleurs été donnée 


déja au n° 156, p. 265 (Zest égal ala quantité — ¢? du n° 156). 


255. Etablissement d’une égalité fondamentale. — Pour appro- 
fondir- l'étude de la fonction J(z) a Vintérieur du triangle &, i/ 
nous faut éludier la fonction au votsinage du troisiéme som- 
met, tte du triangle; et, pour cela, nous nous appuierons 
sur une égalité que nous déduirons des développements en séries 
du Chapitre IV (Section I). 

Nous ayons déja observé (n° 72 et 94) que les symboles K et 7K’. 
qui figurent dans ces développements ne constituent qu’une nou- 
velle notation des demi-périodes w et w'; K et K’ (=— tz) ne 
sont done pas encore assujetties a la restriction du n° 94; ce sont 
deux quantités qu'on peut prendre arbitrairement sous la seule 

‘ ‘Gi 
condition que leur rapport vérifie Vinégalité & (z) =o fn I); 


ce qui est précisément la convention que nous avons faite dans ce 
Chapitre (n° 238). ; 

Soit done + un point.du demi-plan positif; partons d'un couple 
quelconque w, w' == zw et construisons lés fonctions p(w], ’) 
et o(a|o, w’), ainsi que les fonctions H, H,, 0, ©, aux périodes 
2K = 20 et 21K’ = 20’; posons en outre 


, ej = Po, C22=p(o+w’'), €3= po’; 


ces quantités vérifient, comme nous savons (n° 46), ’équation. 


4y>— 827 — §3= 0. 
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= 
~ 


Ceci fait, nous allons établir lPégalité 


3 


: H(K)-]*. ‘es ; 
(11) : | ara | ees =: 


C3 


On a tout dabord (n° 84) 


H(K) H'(o) cw Tw! 


SS a Se gy 
0(K) 0(0) c(w +’) ; 
et lon peut écrire (n° 78) 
Rig mee 
@(0)=—iet® H(iK’) =—cve*® HUCK’), 


avec (n° 84) 


Tol? 


HG@K’)S "(oye 4° ow’, 
dott 
Tia! nw’? 


OS Se tees erga 


4a 2W 


te) 
+470 ow F — +70 ow 
ae = ea —————- =e * ——————5 
O(K) o(o +’) o(w + w') 


la derniére transformation résultant de Végalité qw! — 4/0 = 
D i | 


| 


élablie au n° 73 (p. 115). On pourra donc écrire en s’appuyant a 
la fin sur les formules (70) et (71) de la page 5g (ot Von aura fait 
ihe 6) ) 


“H(K) ]* A ; 
HK) = e2f/w/+4n/H ses Ws A Sh ght Sy ke aac Lore 
®(K) o*(w + w’) o2(@ + w’)s2(M — w’) 


Bape a o' )—p or 
ae ’ 
pwo—pw 


ce qui justifie la formule (11). 
Or, nous avons appris a développer 


ALC), S0,) et O(K) = 0, (0) 


en séries ou produits qui convergent quand g = efit est voisin 
de zéro, c’est-a-dire quand 7 s’éloigne a l’infini dans le triangle &. 
Pour appliquer ces développements 4 l'étude de J(z), il suffira 
artes 


< . e 
done d’exprimer J(z) en fonction de. 
Cpr vey 


~ 


256. Expression de J(z) en fonction de 42. — Posons 


€_4— €3 
C4. ies 


ie ast 
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en vertu de (11), A n’est pas autre chose que le module des fone- 
tions snu, cnu, dnu attachées a H, H,, 0, ©, par les formules 
du n° 85. Cela étant, nous pourrons écrire : 
(€1— €2) (€2 — @3) 

kere e 


ej + ef + e} — (23+ €3€) + €1€2) 


1— kt kh=1— (1 — 2) = 1 — 


(¢1 — €3)? 
(€4 + €a-+ €3 )?— 3( €)@3 + C34 + €1€2) 3 £2 
bY (ey; — €3 )2 4(e1— e3)? 


Et, d’aprés expression de A obtenue au n° 46 (p. 58), nous aurons 


encore 


§3— 2783 16(é€3— €3 )?(e€3— e; )?(€; — eo)? 
ee eee a 
Bo) Seta [a : Z 
B54) \ 4 =a es 


ce qui donne enfin 
| te ee Ke 
( 12.) J( t) => 27 Kear pe 

257. Développement de J(z) dans le voisinage de gy =o 
(ouz= to). — Or, Vaprés les formules acs n* 76 et 81, ona 


H(K) = H,(0)=24q' bY qren = gts T Ju + g2r)?2, 


nu=1 


0(K) = 0;(0) eae — AT [ow an : - 
nu=1 


n=1 _ 


les séries et les produits désignant des fonctions holomorphes 
de g pour | g| <1 (n® 76 et 80); la formule (11) donne alors 


G 4 
I+ G+ go+... )'=16¢ |) al 


(13) 2 = 16g ( (G+ g(t qh.. 


BC PY! fm fees 


Portons l'une ou l’autre de ces expressions de k? dans (12); nous 
verrons immédiatement que J(z)admetle point g = 0 comme CRO 


du second ordre; effectivement, le calcul donne <5 
I een 
——————— 2 '‘+...j)=- 
J(t)= aged SEC a mete ) pnb ged 2)» ; 
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ou encore 
I 


(14) Pie) ioe 


(e-2nit Cy + Cg erento. ...), 


Les facteurs k? et 1—*? ne pouvant s’annuler pour |[qg|<1 
(n° 841), la fonction f(q) est holomorphe pour lq) <1; son déve- 
loppement ne peut renfermer de puissances impaires de qg, car J(<) 
ne peut changer quand on remplace 7 par 7-+-1, c’est-a-dire g 
par — 4}; quant aux coefficients ec; du développement de f(q), on 
vérifie sans peine qu’ils sont tous entiers. Enfin, la formule (14), 
applicable quand z= x +- cy satisfait ay > 79 (Vo, nombre positif 
arbitrairement petit) montre que | J(z)| croit indéfiniment quand < 


s éloigne indéfiniment dans le triangle @; elle permet, en outre, de 
retrouyer que J(z) est réel pour x =o et 2x2 = En. 


258. Etude des valeurs réelles de J(<). — Nous pouvons étudier 


Fig. 38. 


0 


maintenant les variations de J(<) quand < se déplace de maniére 
que J soit réel. En effet, quand va du point +7 au point >= 1 
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sur are |z|=1, J(<) est réel (théoréme VI) et part de 1 pour 
aboutir a o (théoréme VII); de plus, il décroit constamment : 
sinon, il existerait sur are précédent deux points, non symé- 
triques par rapport 4 Oy, et pour lesquels J(+) reprendrait la 
méme yaleur, ce qui est impossible (théoréme 1). 

Supposons ensuite que 7 décrive le coté 2x7 = i, en partant 
-de += 1; J(z), dabord nul, commence par décroitre : sinon, 11 
prendrait, sur ce coté, des valeurs identiques a celles qu'il acquiert 
sur le cété-précédent, ce qui est impossible (théoréme 1). J(+ 
décroit done constamment et, dés lors, tend vers —oo quand < 
s’éloigne indéfiniment sur le cété 22 == 1 (n° 257). 

Reste done 2 étudier J(<) sur laxe imaginaire. Or, on yoit, 
comme plus haut, que quand 7 part de z et s’éloigne indéfiniment 
sur cet axe, J(<) croit indéfiniment de 1 a +c. ; a 

Les résultats de la discussion précédente sont résumés sur la 
figure 38. 


259. Théoréme VIII.— L’équation J(<) — a = 0 (ota estima- 
ginaire ) posséde toujours une racine et une seule a Vintérieur 
de G. 


En effet, @ étant donné, on peut trouver un nombre positif M, 


suffisamment grand pour que, quand gx décroit de - a — 


I 
2. 


ie 
. 


y restant égal a M, le point 


F SLPeESE ™ nat are 
iat Ar 2RIT 4 Cy) —a@ T=e+ Uy) 


, . . ¥ 2 / e2mM 
décrive dans le sens direct une circonférence (de rayon —) 
1728 } 
renfermant Vorigine 4 son intérieur. Mais, pour y assez grand, 
| J—J'| est arbitrairement petit (n° 257); en augmentant au 
besoin M, on peut done supposer que le chemin fermé © déerit, 
dans les mémes conditions par le point J(z). — a renferme aussi 
Porigine a son intérieur.. ee y 
Cela étant, faisons décrire A = le chemin fermé Cee 
(fig. 39), ou Pon a posé 
at : I . 
a=-—+ 721, Maser 


Quand z se déplace sur la portion de frontiére 2! J/ila, le point 


erty Pi! 
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J(<) —a part de J(a) —a pour y revenir, aprés avoir ¢écrit deux 
fois en sens inyerse un segment rectiligne paralléle 4 axe réel, 


et n’appartenant pas a cet axe (puisque @ est imaginaire); enfin, 


o | ge ’ . ° 
< variant de #' aa, J(<) —a décrit © dans Je sens direct. AG 
Fig. 39. 
<< 
lo a lod 


Vv —_> l 


0 


En définitive, quand + aura décrit le chemin C, Vargument de 
=f 4 ’ , a MS 
J(<) —a@ aura augmenté de 27; si l’on pose 


J(t)-a= P(x, vy) +tQ(a, ¥); 


P et Q étant réels, on aura done 


ai } PdQ—OaP 
(15) [ ser = 
c) P2+ Q? 


Mais J(<)—a étant holomorphe a lintérieur du domaine C, 
limité par C [n° 241], P et Q sont continus dans D, et Vintégrale 
curviligne précédente ne peut avoir une valeur différente de o que 
si P et Q s'annulent a l’intérieur de D; J(+) — @a donc au moins 
une racine a l’intérieur de D, et, par suite, a Vintérieur de €. Nous 
savons dailleurs qu’a l’intérieur de @, Véquation ne peut avoir 
plus d’une racine (théoréme IV). 


Remarques. — 1°. En vertu dun théoréme di a Cauchy 
[cf. E. Goursar, Cours d’Analyse, 3° édition, t. II, p. tig] et 
que nous n’ayons pas voulu utiliser, l’égalité (15) permettait d’éta- 
blir que J(<) — a ne posséde qu’une racine a Vintérieur de D. 
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2°. Si P6n considére le point = = va comme appartenant a &, on 
peut dire que, dans le triangle €, Péquation J(<) = a posséde tou- 
jours une racine et une seule, quel que soit a. 


260. Application 4 la théorie des fonctions elliptiques. — Le 
résultat que nous venons d’obtenir entraine une conséquence des 
plus importantes dans la théorie des fonctions elliptiques : il per- 
met d’établir qu’a@ tout couple d'invariants, go, g3, satisfaisant 
ad £,— 27 2340, correspond une fonction elliptique pu et 
une seule admettant ces invariants; cest la justification du 
postulat fondamental du n° 34, 

En effet, gs et g étant donnés (sous la restriction précédente), 


Péquation 


admettra une racine finie 7) dans le triangle fondamental ; et toutes 
les autres racines de l’équation sont équivalentes 4). Or, consi- 
dérons la fonction p(u|1,79); ses invariants 24, 2/,... satisfont 
ila relation 

&> 3 


oS z= 3 2? 
= &2 — 2783 82 — 2793 


comme au n° 242, ceci exige qu’il existe un nombre ) tel que 
S2—= MM 0, 83 = gs; dés lors, lafonction p(hu|A, 279) répond 
a la question; et elle est déterminée sans ambiguité, car si l'on 
remplace 7» par un de ses équiyalents, la fonction précédente ne 


change pas (n° 238). 


1VY. — La FONCTION MODULAIRE 4?(z). 


261. Les fonctions modulaires. — La fonction J(z) que nous 
venons d’étudier est la plus simple des fonctions modulaires : 


@une fagon générale, on désigne habituellement sous ce nom 


toute fonction 9(7) qui jouit de la double propriété d’étre uni- 
forme en, et d'etre reliée a J(z) par une relation algébrique 


S(9; J) Es 


Ainsi, en vertu des relations (13) et (12), les fonctions k2(s) 


4 a, . . . . be 2 
ety A(z) sont des fonctions modulaires. Historiquement, l'étude 


“(n’ 256 ) . 
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de ces fone lions a précédé celle de Vinvariant J(<)% ce sont’ Tes 
fonctions \ V 'k et V lk" qui ont été utilisées par Hermite dans ses 
célébres recherches sur la résolution’de Péquation du cinquiéme 
degré. 

La foncuion k?(z) joue, pour les intégrales de Legendre et les 
fonctions de Jacobi, un role analogue a celui de l’ invariant J(<) pour 
les symboles de Whiter ‘strass ; nous dirons done quelques mots de 
la fonction précédente. D’ailleurs, la théorie tout élémentaire que 
nous allons exposer se rapproche en beaucoup de points de celle 
de la fonction J(<), ce qui nous permettra d’abréger les détails des 
démonstrations. 


262. Les six transformations linéaires du module £2. — Consi- 
dérée comme équation en 4?, l’équation (12) est du sixiéme degré; 
nous allons montrer que les siz racines de cette €quation sex- 
priment par des fonctions homographiques de lune quel- 
conque penises elles. 
awtb 
Cto--d 
plan positif (w); relions ces deux points par un chemin continu 
quelconque & appartenant a (w). Lorsque z décrira le chemin ¥&, 
J(z) décrira un chemin fermé le ramenant a sa yaleur initiale, J (<9); 


DBOIeNE Tb t= OT, == deux points équivalents du demi- 


Popération terminée, l’équation 


4 (1 — ke kts 


(129) Ae ee ha ke” 


primitivement vérifiée par £2, n’aura pas été modifiée ; par suite, 
pendant le déplacement du point <, le point £2(+) aura décrit un 
chemin dont Vorigine, 42 (to); et Permemice, k?(<,), sont néces- 
sairement deux racines de (129). 

-Inversement, nous allons montrer que, si Von fait varier de 


toutes les facons possibles la substitution S, UVexpression 
je (SE ; 


ae =) prend, en tout, six valeurs, généralement dis- 
0 


_tinctes, qui, dés lors, coincident nécessairement avec les six 


racines de (129). 
A cet effet, rappelons- nous — ‘eukond que nous ayons posé 


eg p(m + w’) — po! 


EE (ey je et eee ag ae 


Ci Sand iP Sakae 
- APPELL ET LACOUR. Hn . 28 
. “ 


= 
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la fonction pu étant construite avec les périodes 20 et 2! = 2 ms 
Or, effectuer sur zt, la substitution 5 revient a re mplacer 2 et 20! 
par les périodes équivalentes 


20 =2a0'+2bo, 
(16) 


2w,=20ew' + 2do. 


Dans cette transformation, la fonction pw ne change pas; tout 
revient done a calculer pw,, p(o,+)) et po. Or, convenons 
de dire que les deux substitutions 


fae Me yan 
Ce ec 
sont congrues entre elles (mod. 2) lorsqu’on aura (cf. n° 124, 


p. 181) 


a =a, b'= 0, c=c d=d (mod. 2). 


Hest clair que les transformés de k2(z)) par deux substitutions 
congrues entre elles (mod. 2) sont identiques; on pourra done 
supposer que la substitution 5 a été ec ate par une substitution 
congrue, S’,-et dont les éléments a’, b', c', d sont égaux a o ou 
Pesan 0 Mais en vertu de (3), Pun ie prodalts a'd' et bic! est 
nécessairement égal 4 o et Vautre 4 + 1, ce qui montre que eid 
coincide nécessairement avec lune des six substitutions 


I (" 1 § eae fe —1 1) —I ise “ys 
’ ) eb , ) . 
oo (oa I et ae L--S/ \—a 1 
Considérons, par exemple, la seconde ; nous aurons dans ce cas, 
Waprés (16), 


por= poe, p(o + o,) = pl2»+0') =e, 


po, = plot o') =e; 


€1, €y,'e, seront-donc remplacés respeclivement par @,, 3, €2 el ke, 
€3.>— €6 ; ke 


ar 
P €;— € id 
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oN 


Par des calculs analogues, on formera le Tableau suivant : 


"e 1 (? a =A) C1, C2, €3 Ke 
LOert 
Ave} ke 
1) =U ‘ Pesan sence 
ed be ‘i U €1, C3, €e iieoy 
3 (i Pye V “| €3, C2, €4 4—— 2 
I (6) 
(A) — 
I —t1* I 
4 (| 5 Lees C3, C1, €2 eer 
4 ( 4 ‘) VU €2, €3, ey : 7 
—I I 1—k 
ura: I 
6 (| ) VU-'V C2, er; €3 RP 


congrue S, on a donné son expression en fonction des substitu- 

tions .génératrices U et V, la permutation subie par 4, @2, @x, et 

la valeur qui en résulte pour &?.) 
Les résultats exprimés par le Tableau suffisent a _justifier notre 


J 4 axy 4-6 

4 ; assertion ; les six valeurs généralement distinetes de k? (55) 
*0 

ei" sont 

; a : ; ke I y I 

| ee A a ee SS 2ST aed PUY ia ttt os Seadinen Wt 

‘ pF) ie SEO AR eee TE a Nice Sate oe 


-. . v 3 ‘ ‘ rt 


B fen écrivant A? pour aan: aa lie de k?(z»)|. Effectivement, un 
~caleul direct vérifie aisément que si l'une des six quantités (17) 
satisfait 3 i (129), il en est de méme des. cing autres. 


ited anharmonique de €,, €2, 3 eb: ce rapprochement n’a 
— @ailleurs rien d’imprévu, puisque les substitutions modulaires ont 

- précisément™ pour effet de permuter ey, @, és de toutes les six ma- 

; res possibles dans le rapport (13). 

Nae, En égalant successivement 4? 4 chacune des cing autres racines 


, ran dans les deux, cas suivants : 


(En regard de chacune des six substitutions auxquelles peut étre 


yeaa On reconnait dans les six quantités (17) les six valeurs du. 


yn verra facilement que | deux quantités ( 17) ne peuvent étre | 


ate 
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1 ° . ; A 
1° f2—=—1,— ou 2; et alors les six racines (17) deviennent 
“V2 
1 . ‘ 
éoales, deux par deux, aux valeurs — %, 5, 25 les quatre points 


€;, 2, €3, ce forment une division harmoniq ue ; P 


aie ptiVy3 


oy Ke ; et alors les six racines (17) deviennent égales, 


: 3 14173 : if? ] ey 
trois par trois, aux valeurs —>——; on dit que les quatre ports 


C1, yo, €y, © forment une division équianharmonique. 

Pour cette raison, les fonctions ellipuques correspondantes sont 
dites, suivant le cas, du type harmonique Qu du type équianhar- 
monique. 


Dans le premier cas, il résulte de (12) que J(v)= 1; Ss esh 
done nul (n° 240) et > équivalent a i (n° 254). Nous retrouvons 
les fonctions lemniscatiques | n° 67]; elles ont été construites par 
Gauss dés1797, et il semble bien que ce sont les premiéres fonc- 
tions elliptiques qui alent été formées (cf. Gauss, Werke, t. Ill, 
p- 404). Dans le second cas, on a J = 0, 92 = 0, ets est équiva- 
lent a / (n° 254). 

Rappelons que dans les deux cas, il existe une formule de mul- 
tiplication complexe (n° 254). 


263. Le groupe G et ses substitutions fondamentales. — L’exa- 
men du Tableau (A) conduit immédiatement a la proposition sul- 
vante : 


Pour que k?(<) reste invariant par une substitution modu- 
laire S, il faut et il suffit quelle sott congrue (mod. 2) a la 
substitution unité; en d’autres termes, on doit avoir 


2a +1 2b’ 
8) = 
(1 ) S ( 2c’ ae 


a’, b', c', d! étant quatre entiers. 


Linverse d’une substitution (18) et le produit de deux substi- 4" 
tutions (18) sont encore du type (18); les substitutions modulaires 
qui conservyent 4? (7) constituent done un groupe (n° 245), ce qui, 
dailleurs, était évident a priort. On dit que ce groupe, G, est 


a 
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contenu dans le groupe modulaire I’, ou encore qu'il est un sous- 
groupe del. 

Nous allons établir que G dérive (n° 245) des deux substitutions 


fondamentales 


Reproduisons la démonstration d’Hermite (Cours de la Faculté 
des Sciences de Paris, 4° édition, p. 250). 
On a évidemment 


Poh = Tu em2vie : gra (* to) ; 
fe) I Neel 


ce qui montre d’abord que P et Q sont indépendantes ; désignons 


: a b\ Cac hye Not ites 
alors par S = q} une substitution quelconque de G; il 


cpm (% 2am+6 
Hie SENG ae CEN 


viendra 


Or, on peut déterminer l’entier m (2 0) de telle sorte qu’on ait 
Jz2am+6b|<s|a|; 


Wailleurs le cas de l’égalité ne peut pas se présenter, car a et 6 ne 
seraient pas premiers entre eux, et (3) ne serait pas vérifiée. On 


aura donc 


avec 
a= a, | d[<lal (et a,d,— byc,=1). 

On montrera de méme qu’on peut déterminer un entier n tel 
que 


; by 
srrorascha (2 )=5 


avec ty 
|a2|<| ol, b= by. 

Opérons sur S, comme sur S et ainsi de suite; nous formerons 
une suite de substitutions modulaires 


438 CHAPITRE XIII. 


satisfaisant aux conditions 


baie ye = | Ay e"| = | Doors | = | day+9| = os 08 


{1 existera done une valeur de g pour laquelle on aura, soit ag = 0, 
soit by = 0, ce qui permettra d’écrire 
(19 ) . S=T pmQm Pars Ors oe | ee OL 


m, ou nr; pouvant étre nul, et T étant de lune ou l’autre des deux 


a eos avs o (Ob 
ae ap yea ay: 


Mais P, Q, 5 appartenant a G, il en est de méme de T, ce qui 


formes 


exclut la forme T.; quant a T,, elle vérifiera la condition ad =1; 
on aura done a=1=—d, et c sera un nombre pair, 2q, ce qui 


donnera 
eee 
égalité qui, jointe a (19), établit notre proposition 
bo) = an: . Ase oe \ peel ‘ 


a 
Cc 


264. Le domaine fondamental de la fonction 4?(z). — Consi- 
dérons le domaine fondamental @ de la fonction J(<) et ses six 


transformés par les substitutions 1,...,6 du Tableau (A); leur 
ensemble constitue un domaine d’un seul tenant @! (fig. 40) tel 
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qu en six points modulairement équivalents, appartenant chacun 
aun triangle différent de «@', la fonction 42(z) prend respective- 
ment les six valeurs de la forme (17) qui, substituées au second 
membre de (12), lui donnent la méme valeur numérique. Les 
numéros de la figure 40 précisent la distribution des six valeurs : 
-si zest un point a domaine 1(= @), la fonction A2(z) prend au 
pomt modulairement équivalent du triangle n la valeur donnée 
par la n®m ee du Tableau (A); on pourra se reporter ausst a 
Ja figure 37 
Geci posé, nous allons montrer que si b est un nombre quel- 
conque, il existera toujours un point 7 de #! et un seul, tel que 
Von ait | 
(20) k2(7)—b=o. 


En effet, ’équation précédente entraine 


ee ee ey ea at “gh es OS eee 
‘ Pa) PGF bu—bp 


c’est-a-dire 


Beat) 


: e., 2)3 
Wye foe 

; a O2 CyB)? yes 
eg vs tes 
Or, dans le triangle &, cette derniére équation admet toujours une 


racine z) el une oak Wautre part, nous savons que lune quel- 


E> + b 
conque des six races de (e 1) est de la eaeite k2 (=): ie a 


. désignant Pune quelconque des six ‘substitutions de (A). Considé- 
rons alors l’ensemble des points modulairement equivalents 2 AT et 
t; -appartenant a a @!; ces points sont au nombre de six et appar- 
Uiennent chacun a bas des six triangles de (0! il en est done un, 
ras et un seul qui satisfait A (20). 

1 ce domaine ( @! est done bien un iaane fondainedtal pour la 
on k? (=) el pour le groupe G; mais, afin de simplifier Pétude 
), il est préférable de sabsubuee d @ un nouveau domaine 
ental, symétrique par bey he a 0 ve Ja formation de @. 
rane apiece Ae Le a 


iz Pea BA ec Lansaesbasips de R. et & par une- 
de G. Formons sale spmeine ce o => Berit 
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en conyenant, par exemple, de regarder C comme appartenant 
a ®", et C’ comme étrangére 4 ®": il est clair que dans 0" Péqua- 
tion (20) aura une racine et une seule. D’ailleurs, on pourra pro- 
céder sur ®’ comme sur @', et en déduire de méme un nouveau 
domaine fondamental. 

Cela étant, prenons pour R la portion de ®’ satisfaisant 
iw >1, et pour R’ Je transformé de R par P~'; puis, du domaine 
résultant, supprimons la région #?-+- y? <2, et remplacons-la 
par sa transformée par Q-!; nous obtenons ainsi un do- 
maine ®, symétrique par rapport a Oy, et représenté ci-contre 


Fig: Ar 


(sur la figure 41, les numéros ont la méme signification que sur 
la figure 40). D’aprés la convention adoptée plus haut, les points 
de la frontiére de @®, qui sont considérés comme appartenant 
4 ®, sont ceux qui satisfont 4 20. On observera d’ailleurs qu’a 


: eae? L=—I : 
tout pomt + du cété shea de ® correspond un point 
(22+? =—@ u 
” Ee Ge : AG Pa 
(ees Most? équivalent par rapport a G, et situé sur le coté 


an ay j . : : . 
La ei ; et on verra sans peine que les points 7! et ’ sont 


symétriques par rapport a Oy. 


Ces propriétés rapprochent le domaine ® du triangle ©; c’est le 


domaine (® que nous adopterons comme domaine fondamental 
" 1 2(- y 
pour la fonction k2(z) et pour le groupe G. 


265. Distribution des valeurs réelles de 4?(z). — D’aprés (13), 
si tT; et tT. sont symétriques par rapport a Oy, A? (<,) et A? (z2) sont 


i 


eer 
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imaginaires conjugués; sur axe imaginaire, k?() est donc réel; 
et, puisque sur la fronti¢re de ®, k?(<’) et k2(<") (n° 264) sont 
i la fois égaux et imaginaires conjugués, leur valeur commune 
est réelle. Ainsi, 4?(7) est réel sur Oy et sur la frontiére positive 
de ®, et en ces points seulement de ® [c¢/. n° 253]. 

Etudions d’abord la variation du module sur l’axe imaginaire, 
ce qui est le cas le plus important pour les applications. D’aprés 
(43), A> (7) tend. vers o quand < s'éloigne indéfiniment sur Om 
d’ailleurs aux points iy et ty, A? prend deux valeurs dont la 
somme est 1 [Tableau (A), lignes 1 et 3]. Pour 70, on a 


{= 


done k? = 1, et pour 7=1, hk? = ~- Comme plus haut (n° 258 ), 


XS 


on voit que si l’on fait 7 = ty, ?(<) croitra constamment de oat 
quand y décroitra Ge alcove On 

Ce cas étudié, il suffit de rapprocher la figure 41 du Tableau (A) 
pour obtenir les variations de k? (7) quand + décrit la frontiére 


Fig. 42. 


\ 
‘ 

\ 

i 
= 
wo 
~_- 


\ 
\ 


, 


7 


=) 


de ®. Ainsi, quand + va de 0 4 +1 sur la demi-circonférence 
: : I+ U : A 
x?-+ y? — x =0, en passant par le point <= ——; f° croit de 
4), 


1 8+ en passant par la valeur 2; et pour s=1-+- ty, k* croit 
de —o ao lorsque y croit de 0 4--o; il est égal a —1 pour 
s=1+u. 

Ces variations sont indiquées sur la figure 42. 

Enfin, comme précédemment (n° 259), en étudiant les varia- 
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tions de argument de &~2(z) — a sur la frontiére de ®, on véri- 
fierait qu’a toute valeur (différente de o, 1 ow oo ) attribuée a /? 
correspond un couple de périodes 2K, 27K’, telles que les fonetions 
de Jacobi conte avee ces périodes admettent précisément /? 
pour module (cf. p. 439); c'est la justification du postulat du n° 97. 
D’ailleurs, on pourra toujours choisir K et K’ de telle sorte que le 
multiplicateur ¢ des fonctions (n’ 94) soit égal a 1. 


266. Transformation du premier ordre des fonctions de Jacobi. 
— Servons-nous des résultats précédents pour rechercher ce que 
deviennent les fonctions snu, enu, dnu de Jacobi quand on rem- 


7K’ 


place le rapport t= — par un de ses équivalents relativement 


aT; dailleurs, nous supposerons essentiellement que le multi- 
plicateur est égal a 1 pour toutes les fonctions qui figureront 
ci-dessous. ; 

Dans ces conditions, une fonction de Jacobi est pleinement 


déterminée pour toute valeur attribuée a £2; si l’on effectue sur =~ 


toutes les substitutions du groupe modulaire I, la fonction prendra 
en toul six formes distinctes ; elle ne pourra rester invariante que 
_par les substitutions du sous-groupe G de T. A cet égard, les 
fonctions de Jacobi se comportent done moins simplement que la 
fonction pu de Weierstrass, qui-reste inyariante par une substi- 
tution modulaire quelconque ; et l’on pourrait montrer que si l’in- 
version des intégrales elliptiques (Chap. VII et VIIL) est plus 
simple par les fepetee de Weierstrass que par celles de Jacobi, 
la raison en tient essentiellement au fait qui vient d’étre signalé, 
Chacune des six formes que peut revétir une fonction de Jacobi, 


soumise 4 une substitution modulaire queleonque, s’appelle une 


transformée du premier ordre de la fonction; pour déterminer — 


les six transformées de ces fonctions, il suffit évidemment de 
rechercher l’effet des substitutions fondamentales U et V (n° 249). 


|. Transformation des fonctions de Jacobi correspondant — 
& Ups 441,)- ba ‘substitutson. précédente remplace g == ea 


par — g; Ket’ deviennent respectivement 


‘ 


Kye dK Cet) Ke NGM EK) 6 1 


le facteur 4 devant étre choisi de fagon a vérifier la condition au 
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multiplicateur. Or, d’aprés les expressions des fonctions entiéres 
de Jacobi (n°s 75 et 76), ona 


Ti 
HE (Aw| AK, AK’ E tckyis eH (u|K, cK’), 
Ti 
H,(Aw| AK, AK’— 22K) =e * Hy(u|K, iK’), 
® (Aw |AK, AK’— XtK) = Oy iC EK, 2K), 
@; (Aw|AK,AK’—AtK) = — © (u|K, cK’), 


et la condition au multiplicateur s’écrit (n° 94) 


aK 


Te 


= @2(0|K, AK’— iK) = 02(0| K, cK’), 


mais on a 

2K Py eg 

—‘ ='07(0| K, 7K’), 
puisque le multiplicateur des premieres fonctions était Vunité ; le 
rapprochement des deux équations précédentes donne ) = 4! 


(n° 85); de plus, le nouveau module /, est égal a 


H?(o[ AK, AK — AK’) _ tk 
@2(0|AK, AK—Atk) F 


On en déduit finalement 


n (eu; =) #a. pr Ses A) 


k’ dn(u; k) tk 
> Lesh 
ata =) _ * en(2; k) 
Ok ip = dns k) pe 1 
es ae Maan 
qe (‘ Ke t) he’ Meth Cae os) 


UH. Transformation des fonctions de Jacobi correspondant 


> I ° . es ry 
& V<-=— -- — La substitution V7 = — ~ remplace K et K 


v 


par u.K’ et wu K; au facteur ». prés, les formules de transformation 
pour les fonctions entiéres de Jacobi ont été données au n° 82; on 
en déduit aisément : 


ae 10K, ik) = © 2K, 


rs RE? 


dot » = 1; d’ailleurs, le nouveau module £, est égal a 4’, et Von 
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a aussi k’, =k. On trouve aisément : 


9 


seu eeeo yh 
; j I ky =F 
cnitais ie) Gini Giese 
dn(u; k) 


dn(tu; k') = en(u; /) 


Sous une autre forme, les relations ont été écrites au n° 107. 


EXERCICES SUR LE CHAPITRE XIII. 


1. Les intégrales 


L= dee (dstt=dz?+ dy), A= if cba S 
Cue e Dd oF: 


sont des invariants pour les substitutions linéaires a coefficients reels: en 
d’autres termes, la premiére (ou la seconde) reprend la méme valeur pour 
deux arcs de courbe C, C’ (ou pour deux domaines, D, D’) transformés 
un de Vautre par une substitution ‘linéaire. Ces invariants sont appelés 
la « longueur non euclidienne de V’are C » (ou «l’aire non euclidienne du 
domaine D>»). 

Evaluer l’aire non euclidienne du triangle fondamental @; et, plus géné- 
ralement, montrer que l’aire non euclidienne d’un triangle limité par trois 
circonférences orthogonales a l’axe réel, et se coupant-sous les angles 4, 8, y 
est égale A m—(a2+ 68+). 


2. Une substitution linéaire a coefficients réels est dite eldiptique lorsque 
ses points doubles (n° 243) sont imaginaires conjugués, parabolique lors- 
quwils sont confondus, hyperbolique lorsqwils sont réels. Montrer que, 
lorsqu’une substitution modulaire est elliptique, elle est de la forme SYS~', 
ou S(VU-1)S—1 ou S(UV)S-!, S étant une substitution modulaire quel- 
conque; si la substitution modulaire est parabolique, elle est de la forme 
SUxS-1. : 

| On peut s’appuyer sur ce fait que les coefficients a, 6, c, d de la substi- 
tution vérifient dans Je premier (ou le second) cas la condition re 


Ja+d|<(ou=)2; 


on peut encore remarquer qu’un point double de la substitution est néces- 
sairement équivalent a un sommet de &. ] 
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3. Soit G le «demi-triangle » dont les points appartiennent a © et satis- 
font 4 20; on désigne par % lVimaginaire conjugué de 7: montrer que 


les opérations 


représentent des réflexions (symétries ou inversions) par rapport aux 
cotés de G’. Le réseau modulaire (n° 230) peut étre subdivisé en un réseau 
de demi-triangles qui se déduisent tous de G’ par des réflexions successives 
sur les cétés des demi-triangles du réseau. 


4, Vérifier a aide dela formule (12) que J —1 est le carré dune fonc— 
tion rationnelle de 2. 


5. En groupant convenablement les termes des séries g3(, w') ou 
£3(, w’), montrer directement que g2 (ou g3)s’annule pour 7 = /(ou7 = t). 

[Par exemple, pour z=, on groupera dans g3(, ') les termes d’in- 
dices m,n; —n, m|]. 


6. Chercher le signe de ¢ dans J(z) lorsque t est intérieur a G et nest 
pas sur Oy. Probléme analogue pour 4?(), quand z est intérieur a (). 


7. Etudier la fonction inverse <(J). — Cette fonction est partout holo- 
morphe, sauf aux points 0, 1, 2 ou elle est multiforme. La fonction posséde 
une infinité de branches qui se déduisent de lune quelconque d’entre elles 
par les substitutions de '. — Que devient <(J) quand J décrit un contour 
fermé autour de J=o, J=10uJ=~? : 

oi 
iiss le voisinage de J =1, par exemple, ona t=z+a(J—1)?+.. pal 

8. Si l'on désigne par z', 2”, 2” les dérivées-successives de la fonction z(J), 
Vexpression 


reprend la méme valeur pour deux branches quelconques de la fonction <( J): 
c’est une fonction uniforme de J qui ne peut avoir comme singularités que 
J=o, J=1, J=~x. Montrer que J =o et J=1 sont des pdles de la fonc- 
tion, et que J =~ en est un zéro. En déduire que la fonction cherchée a 
pour expression 
Ae a 4 3 23 
BS eit Bae eee Jy 


- [La conclusion résulte de ce que la différence entre la fonction cherchée _ 
et R(J) est de la forme AJ-1+ B(J—1)- et devrait admettre J=~ 

comme zéro triple. | 

- Former l’équation différentielle du troisiéme ordre vérifiée par la fone- 


tion J (=). 


- 
> e 
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9. Théoréme de M. E. Picard pour les fonctions entiéres. — Mon- 
trer qu’une fonction entiére f(z) prend nécessairement 4 distance finie 
toute valeur finie, a l’exception peut-étre d’une au plus. 


| Sit y avait deux valeurs exceptionnelles A et B, la fonction 


} 
tarts | 


serait entiére, avec le coefficient de ¢ toujours > 0; et e/9(2) ne satisterait 
pas au théoréme du n° 7; pour plus de détails, votr E. Picarp, Traité 


d@ Analyse, 2° édition, t. I, p. 251 et t. IIL, p. 365. 


10. Rechercher les substitutions fondamentales de T par la méthode du 
n° 263, et celles de G par la méthode du n° 249. 


{1. Montrer que dans le domaine @®, l’équation 42(7) — a = 0 a toujours 
une racine, en étendant la méthode du n° 259 (voir aussi WHITTAKER et 
Watson, Modern Analysis, 2° édition, p. 475). 


12. Soit A?(t) = 4+ 78 (a et B réels); trouver la relation que vérifient 
x et @ lorsque v est sur un cOté du réseau modulaire (n° 230), 

[On s’appuie sur le tableau (A) et sur le fait que k2(<,) et k2(z2) sont 
imaginaires conjugués (n® 265); par exemple, pour |z—1| = 1, on trouve 
l= 1] 

13. On fait tendre £2 vers 0 ou vers 1; rechercher les limites des fonc- 
tions snu, cnu, dnw, sans l’appuyer, comme au n° 98, sur Végalité (16) du 
n@ 97. 


| Paw exemple, pour k2=0, = est équivalent, relativement a G, au 


sommet infiniment éloigné de @®; on peut done prendre R(K': K) = + a0 
g tend vers 0; et l’expression de snu au moyen de H(w) et @(w) montre 


nt 2 RL Tow 
que la limite de snwz est sin =|: 
2 


—S 0 


NOTES. 


NOTE I. 


DEMONSTRATION DU THEOREME DE LIOUVILLE. 


Dans l’Ouvrage, nous avons admis sans démonstration (n° 7) que toute 
fonction entiére f(w) dont le module reste inférieur 4 un nombre fixe, 
quel que soit w, se réduit.nécessairement a une constante. Pour établir 
ce théoréme, supposons que dans le développement taylorien de f(w) 
autour de w=o, les coefficients de wu, w?, .... w*-! soient nuls, celui 
de wu” (m1) ne I’étant pas; on aura donc 


S(t) = Cy + U" (Cn Cn, Uti...) = eo t+ uf, (u). 


Tout revient 4 démontrer que l’hypothése c, + 0 est inadmissible. 

Or | f(w)| restant borné quel que soit u, il faut que f;(w) tende vers 
zéro quand |w]| croit indéfiniment; on pourra done décrire un cercle 
C(|w| =R) le long duquel on aura 


(1) tFeGey(< Pen}: 


Mais la fonction | f;(w)| est continue pour |w|[<R; elle atteint donc son 
maximum dans Cen un point up, tel que | wo |S R. Et l’égalité f,(0) = ep rap- 
prochée de (1) exige | vw) |< R, ce qui est absurde, en raison des propriétés 
des fonctions harmoniques. Y 

Si Von ne veut pas invoquer cette derniére théorie, on remarquera que 
dans le voisinage de wp, on peut écrire 


fi(u) =fi(uo) + kp(u — uy)? E “p(w — Ug) + “a (ep e'Oos 


Vargument de f;(w) — f; (uo) différe done arbitrairement peu de celui de 
Kkp(u — wy)? dans le voisinage de w, et | fi(w)| me peut étre maximum 
en Up. 


ee 


NOTE I. 
IMPOSSIBILITE DE L’EXISTENCE D'UNE FONCTION ANALYTIQUE 
AVEC DEUX PERIODES DONT LE RAPPORT EST REEL. 


Soit F(w) une fonction analytique d’une variable imaginaire avec deux 
périodes w’ et w dont le rapport est réel 


te 


w’ b 
seas ee ee 
1c)) a 
aetb étantréels. Si l’on fait 
Ww 
“= Sy 
a 


quand z augmente de a, uw augmente de w, et quand z. augmente de 0, 
u augmente de w’, La fonction 


admet les deux périodes réelles a et b. Nous allons démontrer la propo~ 
sition suiyante : 


Ou bien les périodes aet b se réduisent a une; ou bien la fonction f(z) 
est constante. 


En effet, la fonction admettant les deux périodes @ et 6 admet égale- 


ment toutes les périodes ‘ 
Ma+NQ, 


oi M et N désignent deux entiers quelconques, positifs, négatifs ou nuls. 

Considérons un axe Ov et construisons sur cet axe un segment OA égal aa. 
Si lon prend, sur cet axe, un point d’abscisse 2, on peut toujours choisir 
un entier m positif ou négatif de telle fagon que le point 


E=x+ma 


soit a l’origine ou sur le segment OA: appelons ce point le point homo- 
logue de x. Alors considérons les points d’abscisses 


D0 Opa SO mie LO, 


et leurs homologues 


a4=b+ma, %=2b+ mya, Pi Sies Ly, =nb+—m,a, 
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tous situés sur OA. Toutes les quantités 2, ®2, ..., ®_ et toutes leurs 
différences vy— ay, sont des périodes de f(z), car elles sont toutes de la 
forme Ma + Nd, M et N étant des entiers. 


Fig. 43. 
+ +———_+—-@ eo -——_—-e—— 
0 z t, Tt A b / ~ 28 
Si tous les points 21, x2, ..., Zp, sont distincts, il en est au moins deux 
xy et Ly, dont la distance est au plus égale a ——-s soit : 
(h2 geet 
a 
Oey — : 
4 BS Ria? 


en effet, sil’on divise le segment OA en m —1 parties égales, i] existe né- 
cessairement une de ces divisions qui contient au moins deux des points. 
La fonction admet alors la période 


? 


= <4 
On Ly — Liny Wp = 
fie 


et lona 


S(4+ On) =f(4). 


Faisons croitre maintenant 7 indéfiniment. Deux cas sont a distinguer ; 


-1° Quelque grand que soit, les points 21, 22, -.-, %n_ Sout distincts : 
alors la fonction admet une période w, différente de zéro mais aussi 


; : Bhalowe! é 
etite que l’on veut, car elle est au plus égale a - La fonction est une 
p q > p g x pare 


constante : en effet, on a 


Sla+ On) —f(4) he 


On 


Oo; 


quels que soient s et n. Quand n augmente indéfiniment, », tend vers 
zéro; f(z) étant analytique, le rapport figurant dans le premier membre 
tend yers la dérivée f’(s) et Pon trouve 


bi Ca) 210; wn fal Se CONSE 1: 


2° Il existe une valeur de 7 telle que deux des points 7, ®, ..-, Ve 


soient confondus : 
By — Ly, = 0. 
On a alors 
vb + mya = pb+ mya, 
relation de la forme 


(1) pa+qb=o, 


pet gq étant deux entiers que l’on peut toujours supposer premiers entre 
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eux, car on peut toujours, dans la relation (1), diviser les deux membres 
par les facteurs communs a p et g. Dans ce cas, les périodes a et 6 se ré- 
duisent a wne. En effet, p et g étant premiers entre eux, ibexiste deux 
autres entiers p’ et q’ tels que 


ha} Ag ga 8 
Désignons alors par ¢ la quantité 
(3) pat+qb=c; 
c est évidemment une période de f(s); d’autre part, en résolyant les rela— 
tions (1) et (3) par rapport a @ et 6, on a, d’aprés (2), 
a= — GC, b=\pe; 


les périodes a et b sont done des multiples dune période unique c. 


ADDITION A’ LA NOTE II. 
IMPOSSIBILITE D'UNE FONCTION ANALYTIQUE AVEC TROIS PERIODES. 


\ 
Imaginons une fonction analytique f(z) d'une variable imaginaire z avec 
trois périodes a, 8, y dont les rapports sont imaginaires. Nous allons 
montrer ou que la fonction est constante, ou que les périodes se réduisent 
a deux. 
Remarquons @abord que la fonction admet comme périodes toutes les 
quantites 


(1) Mae+N8+ Py, 
M,N, P étant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Construisons ensuite, 
dans le plan représentatif des imaginaires, le parallélogramme des périddes 
«et 2, OABC, ayant pour sommets les points 5 

o,, a, B, 2+8. 
Un point queleonque z du plan a, dans ce parallélogramme, un homo- 


| er 
logue Z: 
C=s+la+ mf, 


Z et m élant des ‘entiers, convenablement choisis. 
Considérons alors les n? points 
a 2. ~ 
Biot MEE Vn URD ete ereeme ge 
oh n est un entier, et leurs homologues 
y= ythe +m, 
So= 2yY+he + mB, 


Cr ee od 


Sp2 = n+ + Une + Mrz B. 
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La fonction admet comme périodes toutes les. quantités 3;, 32, ..., 3n2 
et les différences de ces quantités deux a deux, car ces quantités et leurs 
différences sont de la forme (1). 


Appelons } la longueur de la plus grande diagonale du parallélogramme 
OABGC. Si tous les points 


{2) AA ais pds ah gape ays 


‘ 


sont distincts, il en est au moins deux z, et Sy dont la distance est moindre 


que - En effet, divisons les cétés OA et OB en (n — 1) parties. égales 


n—t 
et menons par les points de division des paralléles aux cétés du parallé- 
logramme OABC: nous décomposerons ce parallélogramme en (7 — 1)? cases 


égales entre elles ayant pour grande diagonale 3 sur les n2 points (2), 


n—{ 
il en est forcément deux, au moins, 3, et Sy,, dans une de ces eases. Leur 


distance est alors moindre que 


emery Analytiquement, le module de 3, — zy, 


est moindre que + La fonction admet donc la période 


tee | 


dont le module est moindre que 


? 
i Med 


A 
| ®,| < ——- 
Je —= I 
Deux cas sont a distinguer : 


1° Quelque grand que soit n, les points (2) sont toujours distincts. La 
fonction admet alors une période non nulle w,, dont le module peut devenir 
aussi petit que l’on veut. Elle est constante, car, J(s) étant analytique, 

Végalité 
S(2+ wn) f(s) _ 


>0 
On 


» donne, pour vn infini, 


; S'(2) = 0. 
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»° Pour une certaine valeur de », deux des points (2), 3y et Zy, coin- 
cident. On a alors 
vy + lya+ myh = py + lya+ myB,. 


relation de la forme 


(3) BOR Bol Pi 
P; 7) 7 €tant trois entiers qu’on peut toujours rendre premiers entre eux 
dans leur ensemble en divisant (3) par les facteurs communs a p, q, ’- 
Les périodes se réduisent alors a deux, 

En effet, appelons s le plus grand commun diyiseur de p et q : on peut 
déterminer des entiers p’ et g’ tels que 


(4) PY — 9P'=s: 
Posons 
P 19 _ 
(5) geomet g 
Ritecte gp Os 


a et & sont des périodes de la fonction, car Pet f sont entiers. Les équa- 
3 


tions (5), résolues par rapport a # et 8, donnent 


Sg a “ b, 
(6) 

6 = — pa + £ b, 
et la relation (3) devient 


(7) sa+ry=o, 


s et r étant des entiers premiers entre eux. On peut alors choisir deux 
entiers 7’ et s’ tels que 


rs'— sr’ =1 
et en posant 
(8) satry=e, 
c est une période. On tire de (7) et (8) 


E Cate, yY=— se, 
d’oti enfin, d’aprés (6), 


a9 9 Q' res Lo, 


6 =— p're+ Po, 
Y=—- SC. 
Les trois périodes se réduisent donc aux deux 6 et c. Cette démonstra- 


tion est empruntée a Riemann (gesamm. Math. Werke, 2° éd., 1892, p. 2943 
OEuvres, ..., trad, par L. Laugel, 1898, p. 300). 


—— Sa 


Pd 


NOTE III. 


SUR LES DEVELOPPEMENTS INFINIS DES FONCTIONS CIRCULAIRES 
ET DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Au début de l’Ouvrage, nous avons admis sans démonstration que les 
fonctions sinw et cotw peuvent étre représentées par les développements 
infinis (8) et (g)(n° 15). Dans cette Note, nous établirons d’abord que les 
développements en question représentent bien ces deux fonctions. 

La méthode que nous emploierons consiste a démontrer directement que 
le développement (g) satisfait 4 la méme équation différentielle que la 
fonction cotu. Pour obtenir ce résultat, nous nous appuierons sur la 
convergence absolue d’une série a4 double entrée, dont nous calculerons la 
somme de deux facons différentes; l'un des deux modes de calcul exige la 
sommation d’une série simple que nous effectuerons en utilisant la pério- 
dicité du développement (9). 

Cette méthode, que nous croyons inédite, nous parait étre une des plus 
simples et des plus élémentaires qu’on puisse employer pour développer 
sinuw en produit infini. 

Dans une seconde partie de cette méme Note, nous montrons que la 
méme méthode s’applique a la fonction pu (cf. Bull. Sc. Math., 2° série, 
t. XXXAVILI, 1914, p. 251). En d’autres termes, nous établirons directement 
que la série double qui définit cette fonction satisfait a l’équation 


u 


y= O772— 


tandis que, dans lOuvrage (n° 31), nous aurons di invoquer le théoréme 
de Liouville (n° 7) pour établir ce résultat. 

Dans un Mémoire fondamental a plus d’un titre (Journal de Crelle, 
t. 35), et antérieur aux travaux de Weierstrass, Eisenstein avait défini les 
fonctions circulaires et les fonctions elliptiques par des développements 
infinis qui en laissaient apparaitre la périodicité; puis, il avait démontré 
directement que ces développements satisfont a des équations différen- 
tielles algébriques du premier ordre. Son analyse est toute différente de 
celle qui va suivre. D’ailleurs, ses calculs, qui font intervenir des relations 
différentielles du troisiéme ordre pour la fonction cotwu, et du cinquiéme, 
pour la fonction pw, sont d’une complication exagérée; de plus, au point 
de vue de la rigueur, son exposition est sujette a critiques, 


‘ 
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Dans le méme ordre didées, nous signalerons une belle démonstration 
d’Hermite (OFueres, t. II, p. 221) qui établit directement que les déve- 
loppements en séries trigonométriques de snuw, enw et dnw satisfont aux 


équations 
Gp A IS yi = — 2a, B'=— kay. 


{. — DEVELOPPEMENT DE SiNT UW EN PRODUIT INFINI. 


Consicdérons la série 


+ 0 ; +0 
an en Re SS ps a ee I io > I 
I ==-4 > — + —— = -+2u) ——_; 
Ht) y u Mee) u = 7 u u2z— n?’ 
i, n=t 
+a 


en la comparant a la série » n-?, on voit aussitot qu’elle est absolument 
n=1 

conyergente, et quelle est uniformément convergente dans tout domaine 
borné @ du plan (w). Elle définit une fonction impaire de u, f(u) qui 
admet les poles w=o, 1, +2, ..., Hn, ..., et qui posséde évidemment 
la période 1. . 

La série étant absolument conyergente, on peut en exprimer le carré 
sous la forme 


Cy kes: ayes aes See Sie 


t= 1 n=1 
+ 8u? . : 
7 a a EUR ey Ree eT 
‘fad, (U2 — m*)( U2? — n®) 
ou, dans S, les entiers mz, m satisfont aux conditions 
m> 0, n>o, m>n. 


De méme, la série déduite de (1) par différentiation terme a terme étant 
uniformément convergente dans (, on peut écrire 


+2 
(3 eS aati v= pur wh 
o — / 
} Una w—n ; errs n? 22” 
et | au=t 


et, par suite, on déduit de (2) et (3) la combinaison 


+ 


. ike ; I 
(4) Yry= ‘= 8a NS ae 


n=1, 


2S 
on 
wt 
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Pour simplifier le second membre de (4), observons qu’on a 


: _y 
o) > dd, | (72? — n?)( uw? — Mm?) ns (72? — m*)(u% — n?) 


I 
Pas m?)(u?— n2)’ 


oll, dans Ey, m et n satisfont aux conditions 


m> o, nm > Oo. BU se me 


Or la série double S. est absolument conyergente ou non en méme temps 
que celle de terme général n—*(m?— n?)-!; mais, pour m et n> o, ona 
| m?— n?| > (m—n)?, et, d’autre part, la série double de terme général 
n~(m —n)-? est évidemment convergente, ce qui entraine la convergence 
absolue de ¥,. Dés lors, on peut intervertir les termes dans Sq et écrire 


+o + 0 
t I 7 I 
(6) s 2 2 2 a : Paral > aera 
2 (722— m?) (u?— n?) ut? —~ my? 7o> he 
n=l m=1 
(mf n) 


I 
Pour calculer \ ———. 
hd 12> — 12 


de f(w). Posons wu = n-+ ¢; il viendra 


nous nous appuierons sur la périodicité 


+2 
; T 2(m +e) I T 
{yt iss By ay f— — Ee 
Fey =F ) Dei ge aed (7 + €)? — 70? € an-+s 
m= 1 
(ns Rn) 
Moi, puisque f(<) est impaire, 
+00 
Dy I ven 3 
Tie at 4m? 
Am=t1 
(72 =4 n) 


L’application de ce résultat aux équations (6), (5) et (4) donne aussitot 


+0 
" r 2 I 
(7) : y+yt=—6) 5: 


Désignons le second membre de (7) par — @?; on pourra écrire 


y =acot(au+b); 


mais y est impaire et n’admet pour poles que les points v=o, 1, 
Sao.n 5 0n a donc > —'0 et @=2Ex,.d’ou / 


y= FR eCOovzU. 
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Il est aisé de déduire de ce résultat le développement de sinzu en pro- 
duit infini. Car Ja série 


u uU—n nr 


(1') Wie ( : ++) eho (ime eh) 


étant absolument convergente, on peut en former la somme en groupant 
les termes pour lesquels. 2 prend deux valeurs opposées, et l’on retombe 
alors sur (1); mais cette derniére étant uniformément convergente dans tout 
domaine borné, on peut intégrer (1), ou (1'), terme a terme entre 0 et u, 


ce qui donne 


4 ll 
sSInTU u u 
Log => Log (1— —)+ — (ASE, =a ee 
Pe 8 n n ’ , )s 
r w 
. u n oo 
sintu = nu Soaps i? Cpa yan 8) 
T 


a la notation prés, c’est le développement (8) du n° 415. 


dot 


II. — ForMATION DE L’EQUATION DIVFERENTIELLE DE LA FONCTION p U. 


Soient w et w deux nombres dont le rapport est imaginaire ; considérons 


toutes les quantités 
a2=2mo + 2no', 


b=2pw +2qw', 


ou les entiers m, n, p, q vérifient les conditions F 


(8) nZ2o Genie. 0st One 
(9) ; g20 (et p>0, sig =0), 
(10) m—p=o ou n—qFo. 


Soit w une quantité complexe n’appartenant pas a l'ensemble des — 
nombres a (ou 6). Pour ne pas interrompre la suite du raisonnement, nous 
allons démontrer d’abord la convergence absolue des séries a qn 
entrée dont les termes généraux sont 

bash ite se 362-—at ; 
>; Ps 9) = Bai Baa) 
ditmin eo 3a'—14a2b?+ 3 b+ 
ne Rea, ~ a2 b?( a®?— 6? )3(u?— a?) 


Ov ces séries sont absolument convergentes ou non en méme temps que 
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celles de termes généraux 


"(m,n ae 362— a2 fi 3 ; 
v Gy Py 7) = a 6? (a2 — 62)2 a ab? (b?— a?) Fir a? b2(a2 — 62)?” 
w'(m, n CA ea ek a ae 3 i 
Bath a*b?(a2?— 62)3 a‘ b*(a? — b?) a?(a2— b?)3" 


Mais il est aisé de voir que les séries de termes généraux 
I 
a 62 ( az — b2)’ 
I 
I 


e" (m, ny, Pp, q) ae 
CRE ON OP DEA Ba 
wi (Mm, n, Pp, g)= 


sont absolument conyergentes. En effet, soit 6 la plus petite des quantités 
|2mw + 2nw'| ott les entiers m et n varient de toutes les maniéres pos- 
sibles (sans prendre en méme temps la valeur 0); ona 


|@— b2|> 6l/a] et |a2— b2| > 6] b} 


(car Pune des quantités |a — b|, |a + b| est supérieure a a, par exemple, 
et l'autre est au moins égale a 6). I] en résulte 


I |w'l<s T 
3 | 


Ua - 
Le bese § we]? 


Sh cen Relies 
[at bs | 
ce qui assure la convergence absolue des deux premiéres séries (cf. 

Note IV). Pour la derniére, posons b—a=c, b+ a=d; il viendra 


Us ae 4 4. 
Iwil= Tad aep) < Byerly’ 


ce qui entraine la méme conclusion. Les séries & termes généraux ¢ et w 


sont donc absolument conyergentes, et, par suite, il enest de méme de la 
série dont le terme général est ; 


2(3 62— a?) 3a+—14a?2b2+ 3b5 


V(m, n, Put) = b? (a? — b?)?(u?— a?)? a2 a? b? (a2 — 62)3(u2— a2) 


Cela étant, considérons la fonction 


‘ I ye T I 
Du = — —— — — 
J us (u— a)? a? 


imtroduite au n° 21. Le rapport ’ : w n’étant pas réel, nous sayons que la 
fonction précédente est méromorphe, et de périodes 2» et 2’. Or, la 
série étant absolument convergente, ajoutons les termes pour lesquels a 
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prend deux valeurs opposées; il viendra 


; Caen 2 u2(3a?— u?) 


uU = eT ee 
J uw? dad, ?(U2— @?)? 


l'indice 1 signifiant que m et n doivent vérifier (8). On a évidemment le 
droit d’écrire 


aay 1 ge I ) u’+ 6a2u?+ a’ 

II -p L=—=— 4-2 ee 
6f u* 1 (u?— a?) 

et 


: I 3a2?— u? (3a? — u?)? 
(12 wu = — 4 y : == Awe y SE ik’ 2 
ey oid ue | 4 4 a?(U?2— a*)? 5 ,a*(w2— az) : 


en désignant par A la série quadruplement infinie 


gly 2 Fe 
>) (3a u2) (36 u?) 


2 a? b?2( w2— a®)?(u®*— B2)2” 


indice 2 signifiant que m, n, p, q doivent satisfaire aux conditions (8), 
(g), (10), et que, de plus, si on a écrit le terme (m, n, p, 7), on ne fera 
pas figurer le terme (p, q, m, n). Nous allons simplifier expression de A. 

Or la série de terme général V(m, n, p, 7) étant absolument convergente, 
on peut en faire la somme en groupant les termes d’indices (mm, n, p, q) 
et (p,q, m,n): on obtient ainsi A; mais on peut encore évaluer la somme 
de la série en groupant tous les termes pour lesquels m et nm sont constants, 
puis en faisant. la somme des résultats. On trouve ainsi 


ey ares eRe aes 


+>, Dy 3a*—14a2 52+ 35% 
/ ; eae a2(u?— a?) 562(a*— 67)3 , 


Vindice 3 signifiant que p et g doivent vérifier (g) et (10), I s’agit done 
de calculer 


3 62— a? 3a*— 14a2b?+ 36% 
} spoke rar st b2)2” i=) b(a2—62)> 


C’est ici qu’intervient la double ériedthiee de pu. Posons u=a-+e; il” 


viendra ; } 
(a+c¢)?[3b62—(a+e)?] 


I 

pe= Plat s)= ep dy Ot te OF 

ied I pie . 
(2a+2) a’ 


écrivons que le terme constant ect le terme en € sont nuls dans le dévelop- 
pement suivant les puissances croissantes de €; nous aurons 


3 at+3b% 9 | Benes 
I= —— >= —) eS, tS 
Sakiov ek She “Lap 16.a* i iti: 


OFA 
ie > 


ore 


? 
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Mais ona 
=2K— 37; 


on trouve donc J =o et, par suite, 


s=5> I 
Tay | 1 a*( u2— a?)2 


L’application de ce résultat a (12) donne, en vertu de (11), 


I 
2u—-pu= + 8u*A=10 —=5 
é 6! ran a*(u2— a?) rs 1 a 


> ayant la méme signification qu’au'n® 21. Posons, comme au n° 34, 
Fxg ye PAREE 
a* 60 


A 
p’u=6p2u— 2. 
2 


il viendra 


Dés lors, la fonction pw satisfait a une équation de la forme 
SRG — Boy ae Bs, 


et, en faisant w= 0, on trouve 


Y 

I 
loge mae 
§3=140 » at 


——————S = — 


4u*— 20a2u2+ toa* I » 


re 
te) 


NOTE LV. 


CONVERGENCE DU PRODUIT DOUBLEMENT INFINI QUI DEFINIT ow. 


Pour définir ¢u nous avons considéré le produit doublement infini 


w=2mwH+2nw’, 
! Ret in me 
(i) ae POTS | iy ve png a ee 
, 
L| ; n J 
w 
| 6” = 0 exclu, 


et nous ayons admis que ce produit est convergent. Pour le démontrer, 


nous établirons la convergence de la série obtenue en prenant les loga- 
rithmes des facteurs 


; u u Ett? 
. Log(1— —)+-—-+—=- |: 
w w x 2 
a; Ay, ; geste : w ; 
Si lon choisit pour détermination du logarithme de (1— =) celle qui 


tend vers zéro quand w devient infini, le terme général peut s’écrire, en 
développant le logarithme en série : 


4 UTD li eRe Wee oft i Ks 
a w3\3 fw! 5 wr 7 
et l'on voit que le rapport 
: ibaa) 
Woe ies 


tend vers 1 quand || devient infini. D’aprés cela il nous suffira de 
démontrer la convergence de la série 


Plus généralement, nous établirons la proposition suivante : 
La série 


rarest ESO) 


>: I “ He 
’ (2mo + anw')s’ 
(m= 9; 7101 exclay) 


est convergente si le rapport w' : » estimaginaire et si s est un nombre 
réel supérieur @ 2. 


: 


. 
br 
q 
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La démonstration suivante ne différe pas sensiblement de celle d’Hermite 
(Cours de la Faculté des Sciences de Paris, 3¢ édition p- 2133 4° édition, 


p. 259). 
Posons 
20 =a+ zB, 


20’ = a+ 7p; 


puisque  : » est imaginaire, ~3’/— Qa’ n’est pas nul; par suite la courbe 
représentée par l’équation 


(1) | (2m@+ 20'y)2| =1, 
ou, sil’on préfére, par l’équation 
(ar +alyP+ (Bot Py) 


est une ellipse véritable, non dégénérée en un systéme de deux droites 
paralléles. Désignons alors par A la longueur deson demi-grand axe; A est 
un nombre fini et pour toutes les valeurs de w et y qui représentent un 
point de la courbe, on peut écrire 


He i (a A2 
ou bien, puisque & et y satisfont a (1), 


w+ yy? < Atl (292+ 2w'y)?|. 


Cette relation étant homogéne par rapport aux variables x et y subsiste 
si on y remplace x et y par Ax et Ay, A é6tant une quantité quelconque; 
elle a donc lieu quelles que soient les valeurs de a et y, Nous la 
mettrons sous la forme 

I A 


J2wa+2w'y | Seren 
Une limite supérieure du module de la série considérée est donc 


; cb : ; ae 
A> ———. et il suffit de démontrer la convergence de cette série 


(m?+- 12) 
qui est d’une forme plus simple, 
A cet effet, partageons le plan en carrés par des paralléles aux axes Oy 


et Ox dont les abscisses et les ordonnées représentent tous les nombres 


entiers. Les sommets de ces carrés, l’origine étant mise a part, ont ainsi 


pour coordonnées tous les nombres entiers et correspondent aux divers 


’ 


oe 


termes de la série 
F } , 


Cree 


~ Considérons d’abord la suite formée par la somme des termes corres- 


. ye» 


* 


is 
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pondant aux sommets situés sur la bissectrice Os de langle des coor- 
données Oy; pour ces points on a m= 7: 1a somme envisagée est donc 
égale, a un facteur numérique prés, a la série simple 


elle est par suite convergente. 

Prenons maintenant la somme des termes situés sur Ox et dans l'angle xO<; 
il suffira évidemment d’établir sa convergence pour démontrer notre pro- 
position. 

Soit, pour abréger l’écriture, 


== (770) 
(m2? n2) 
et posons 
tg (1,0); 
tly = (2, 0)+ (2, 1), 
u3= (3, 0) + (3, 1) + (3, 2), 
Lie De Hosa Boho Slo aga oe Reishee 


Um=(m, 0) + (7m, 1)+...+(m, m—1), 
la série simple a laquelle nous sommes ameneés, savoir 
Uy + thot Ug... of Wy +H ~ 
est manifestement convergente. En effet, chacun des m termes qui com- 


I 
-- Ona 
ms 


posent &%» est plus petit que le premier (m, 0) qui est égal & 
done . 


I 
Um << ——- 
OS el 


ret dont la valeur est finite. 


Ainsi la série ye est inférieure a DS 

La série proposée est donc conyergente et a une somme indépendante 
de ordre de ses termes. 

Pour appliquer Je théoréme précédent, prenons d’abord s = 3; nous en 
déduirons aussitot la convergence absolue du produit infini qui définit cu} 
et, d’aprés la forme de ¢,,, on voit immédiatement que la convergence est | 
uniforme a l’intérieur d’un domaine borné quelconque du plan w. 

On démontrerait de méme la convergence absolue et uniforme (dans 
tout domaine borné) des séries qui définissent Cu et pu, et, par suite, la 
légitimité des dérivations opérées sur vu et Cu (Cp. 323 6026): 


x ’ 
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\ 
renons maintenant s= vi etis/= 63 soient 20 =1 ebro’ =t=a+ ty; 


un tolhes positif axbitrairement petit On en. déduit le résultat 
het haut (n° 241, P rae 


NOTE Y. 


SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS © EN FACTEURS. 


A la page 126, en identifiant Vexpression de ©, sous forme de produit 
avec l’expression de ©, sous forme de série, nous ayons obtenu Videntité 


(1) A(I+ 2g cosaa” + g?) (1+ 2q3 cosa” + q°)... 


=1+29g cos27+ 2q*COS4u+.... 


Nous avons réservé a ce moment Ja détermination de la constante A. Voici 
la méthode que Biehler a donnée pour déterminer A, méthode que nous 
empruntons a une Note d’Hermite placée a la fin de la derniére édition 
de l’Analyse de Serret. Voir aussi OFugres, t. II, p. 153-156. 

Considérons le produit composé d’un nombre fini de facteurs, 


f(@) = O92) Gg?) J.- 4 97"- 42) 


3 2n=1 
x (14 2) 04 £).+-(4 © as 


le développement suiyant les puissances positives et négatives de s sera de 
la forme 


F(Z Skye AG («+ 3) eo An (20+ =x)" 


Cela étant, ’identité suivante, qui se yérifie immeéediatement, 
S( G28) (G2? + 98) = f(4) (t+ g?r**s), 
donne entre deux coefficients consécutifs, A; et Aj-;, la relation 
Aj(t a q2t2s) = Aj-1(q2¥/-1 — qints ya 


Nous en tirons successivement 


: Ape eg 


T— qinre? 
3(, — g2n—-2 
a= A, DEST 
I~ q 


Ay A, 2 eee 


fier Gate 
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, par conséquent, 


qhii—9q2")\(1—g 20-2) ee a 
(ane aaah Geegte) «(1 — g2ut2z ) ; 


ere Ao 


Tous les coefficients du développement s’obtiennent donc au moyen du 
‘premier Ay, dont voici la détermination. 

Supposons 7 =n et remarquons que dans f(s) le terme en 3” ayant 
pour coefficient qi+#+---+22-1), on a immédiatement A, — g™, dou, par 
conséquent, 
se FOS GE gee ails bar Gh 

(1— PAS Te Na] RNA) oe Gq)’ 


q 


et, enfin, la valeur cherchée que nous écrirons ainsi 


(Ge gq2n+2) (ty — g2nts), She. (Go Ge) 


Ay= ; : 
G=@)0—4q@)... 1g) 


Cela étant, faisons croitre indéfiniment le nombre n, cette expression nous 
donne 


T 
NG keene Wa 
° G=— @)I— gq) F)... 


et la relation entre A; et Ag devenant simplement A; = Ayq/’, on est con- 
duit a légalité 


(4g a)rt grs)(t gis). (1+ a) (1+ L) (1+ L) : 


\ 
I+ 9 s+ 2) Fae a)+e “= (2 int) 
7 Fe dae oe 7 al i 
SS 
rai a1 Say 6 Mca Gre 
Il suffit maintenant de poser z= e%” pour en conclure 


(1 + 2g cos2xr+q*)(1+ 2g¢3 cosx7+ 95)... 
I-+ 2¢ Cos2x7-+ 2qg* cos4xa-+... 


(I— 9 )(I— 4*)(1—q?)... 
La valeur de la constante A qui figure dans la formule (rt) est donc 


AA eh go MT. OE gag?) +s 


= J 


APPELL ET LACOUR. , : 30 


NOTE VI. 


SUR LE PROBLEME DE L'INVERSION. 


Considérations générales. — 1. Soient w et’ deux nombres satis- 
faisant a la condition 


(1) a(Z) #0. 


Nous avons yu au n° 32 que la fonction s= p(w|,w’) vérifie la relation 


(2) pe dz 
2. = So ey) 
| » Vite oe 


o3 


ot ona 


“ I 
Oy == 60 SARE a a= WO, a! 
Pa paps (amo + 2nw')* ahr pe 


fs 
% 1 
23 = 140 ro ee nO 
v2 aed (270) + 2" )8 Tek 


ces quantités, £2, #3 Satisfont d’ailleurs (n° 47) a Vinégalité 
(4) E3— 27 83 F ©- 
aoe : , { : oe 
Enfin, lorsque w varie de o a{ ,) suivant un segment rectiligne par 
w 
exemple, pu décrit dans son plan un are de courbe Oe: ayant pour extré- 


ee : e wy ee 
mités (n° 46) les points 2 et ( ') » de sorte qu’on peut écrire 
2 &3 


B ‘ dz ; dz 
(5) 20> 2 a"? 2W => 2 er a 
Jb /4s3— £13— 83 uV 433 — &25— B3 


Inversement, proposons-nous de construire une fonction pu admet- 
tant pour invariants les quantités g et g3 satisfaisant a (4). Les racines 
€1, €9, €3 de 433 — gos — gz sont alors distinctes, et lon peut montrer que 
les quadratures (5), ot L et L’ sont deux chemins quelconques, reliant 

=naz=e, et s=e;, définissent deux quantités, » et w’, satisfaisant 
a (1). Le symbole p(w], w') a done un sens, et, d’aprés ce qui précede, il 
est naturel d’admettre que cette fonction pu a précisément pour inva- 
riants 2» et g3. S’il en est ainsi, nous dirons (n° 84).que cette fonction 
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p(w], w") constitue la solution du probléme de Vinversion de Vintégrale 
elliptique (2), et nous la représenterons (n° 36) parle symbole p(w; 29, 23). 

Or, en fait, les résultats du Chapitre If que nous venons de rappeler 
n'établissent nullement que la fonction p(u |», w') a effectivement £2 
et §; pour invariants : tout ce quils permettent d’affirmer, c’est que, si 
LA FONCTION p(u| £2, $3) EXISTE, elle est donnée par la construction pré- 
cédente. 


2. Pour nous en rendre compte d’une maniére plus précise, attribuons a 
w et w’ Vensemble de toutes les valeurs finies compatibles ayec (1); les 
quantités g.= 44-1293, = 4+tg% se déplaceront A Vintérieur d’un 
domaine ® del’espace S(g4, 5, 24, g';). Nous savons que le continuum (4) 
fait partie de la frontiére de @); mais, si l'on ne fait appel qu’aux résultats 
du Chapitre II, rien ne prouve que ce continuum constitue @ lui seul 
toute la frontiére de 6). Admettons, par exemple, qu'il existe dans S un 
point (23, 23) n’appartenant ni a (), ni a (4) [dans le langage du Cha- 
pitre XIUI, ceci revient a admettre qu'une certaine équation 


(6) Jiz)—a =o 


n’a pas de racine]; soient w et »’ les quantités définies par (5) (ou gy et 
83 seraient remplacés par gy et g3)s En vertu de notre hypothése sur 


8 et 23, la fonction p(w |w,o") aura pour invariants le couple 
ey=F. (a, o'), es =F; (uy, w’) 
distinct du couple 82, £3 


3. Quelque tranges que paraissent ses conséquences, l’hypothése précé— 
dente ne doit pas, pourtant, étre rejetée a priori. Supposons un instant 
que les fonctions g2(m, »’), g3(w, w') résultant de l’inversion des rela— 
tions (5) soient définies dans un certain domaine D de l'espace (z, 8, 2’, 8’) 
[avec ow = a+ 728, w»'=a'+ 78], et qu’elles soient multiformes dans D; 
partons d’un couple wo, w% satisfaisant a (1), et faisons varier w, w’ dans D 
suivant une loi détermincée, depuis wo, m%, jusqu’a @, wo; le couple gs, 23 
variera depuis g2= F2(wo, wh), $= F3(mo, 5) jusqu’a un couple de 
valeurs finales qui dépendra de la loi de variation adoptée. Parmi tous les 
couples possibles, il en existe un nécessairement qui vérifie les relations (3) 


(pour o =o, o'= 0") : c'est le couple g3, g3; les autres, tels que Pa 
seront fournis par d’autres branches des fonctions multiformes g5(w, w’ ), 
§3(, w') et ne vérifieront pas les relations (3). Exclure a priori 
Phypothése du n° 2 équivaudrait done a admettre l’uniformité des fone- 
tions £2(w, w’), g3(m, w') déduites.de (5), uniformité qui est loin d’étre 
évidente. 
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4. Jusqu’a présent, nous ne nous sommes seryis que des relations (3) 
et (5), ol ne figurent que les variables w, w’, £2, &3; cherchons si lon ne 
pourrait pas tourner la difficulté signalee plus haut en utilisant la rela- 
tion (2). Une premiére voie s’offre aussitot. La relation (2) définit l’inté- 
grale de l’équation différentielle 


dz \2 ; 
(7) (=) SW Sey fia 
satisfaisant A la condition 
(8) 2(0) =~. 


S’il était acquis que Vintégrale générale de (7) [ou que la fonction 
définie par le prolongement analytique de la série (42) (n° 33)] est méro- 
morphe en u, on pourrait ajouter que cette intégrale, admettant pour 
périodes les quantités (5), est une fonction elliptique de uw; et Von en 
déduirait aussitot que l’intégrale particuliére répondant a (8) est une 
fonction p(u| £2, £3): / 

Or, pour g2= £3, 83 = £3 (n° 3 de cette Note), Vintégrale générale de (g) 
est sirement méromorphe; et l’on peut ajouter qu'il en est encore ainsi pour 
gy et 23 suffisamment voisins de g$ et g§. Mais ceci n’est qu'un résultat local, 
et l’on yoit réapparaitre Ja difficulté signalée tout a l’heure (n°* 2 et 3) sous 
la forme suivante : démontrer que pour §.= 2, £3= 83 Vintégrale de 
Véguation (7) est une fonction méromorphe de u. Tout ce qu’on peut 
dire, c’est qu’on a ramené le probléme de linversion a un probléme de la 
théorie générale des équations différentielles. 


8. Mais nous n’avons pas épuisé tout le parti qu’on peut tirer de la rela- 
tion (2). Le rapport des périodes 2, 2w! de (2) satisfaisant a (1), on peut 
construire une fonction p(wlw, w’); et, si l’on peut démontrer lidentite 


(9) Pp gaia Ara el ip was 


Lat 2 
2 VAs gas — 3 


on aura évidemment résolu le probléme de l’inversion : car la differen- 
tiation de (9) montre aussit6t que p(w|w, »') admet g» et g3 pour 
invariants. ; 

Or, on peut établir sans peine que le premier membre de (g) est une 
fonction uniforme de z, dépouryue de singularité essentielle (finie ou non); 
c’est donc (n° 12, p. 12) une fonction rationnelle R(z); et s'il était démontre 
que l’ordre de R(s) est égal a 1, on en déduirait aussitot Végalité (g)._ 

Mais ici se présente un nouvel obstacle : rien ne prouve a priort que 
Uéquation ae 


Je dz ; he greet 
1 = 2M + 22ND J 
Wiese | 


(m, n entiers) n’ait pas d'autres racines que 3=@, 4, €g, @3 : de sorte 
quil n’est nullement évident que R(z) soit du premier ordre. 
; . 


ee 


ns 
ayes 
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6. Indiquons maintenant les principaux résultats qui ont été obtenus 
dans les différentes directions que nous venons de signaler. 

La discussion des équations (3) en w et w’, ou, si l'on veut, la définition 
du domaine ( (n° 2) a été faite directement (c’est-a-dire sans recourir aux 
fonctions elliptiques) par Hurwitz, dans une courte Note, admirable de 

_profondeur et de simplicité (Math. Ann., t. 58, 1904, p. 343). 

La méthode exposée dans l’Ouvrage (Chap. XIII, n° 260) s’appuie sur la 
résolubilité de léquation (6); on peut donc la rattacher au point de vue 
précédent; mais on observera qu’elle exige l’intervention des fonctions 
elliptiques et des fonctions entiéres de Jacobi. 

Dans le méme ordre -d’idées, on doit encore citer Ja belle démonstration 
de M. L. Bianchi, qui établit la résolubilité de (6) a aide de propo- 
sitions générales de la théoriedes fonctions (Leziont sulla teoria delle 
funzioni di var abil complessa e delle funztont ellitiche, n* 120, 122. 


A notre connaissance du moins, lVuniformité des fonctions inverses 
82(w, w’), £3(w, w’) (n° 3) n’a pas encore été établie directement. 


Passons a l’étude de l’équation différentielle (7). On peut montrer aisé- 
ment la méromorphie de son intégrale générale en s’appuyant sur la 
relation algébrique qui constitue lintégrale premiére de /’équation 
d’Euler 


dz dz 
Vit eae 6s) Vi5"= G12 os 


Grace a cette relation (qui constitue Vinyersion de la formule d’addition 
de pu), on peut étendre de proche en proche le champ de convergence 
initial de l’intégrale et montrer qu’elle n’admet que des pdles pour singu- 
larité (ef. E. Goursat, Cours d’ Analyse, 3° édition, t. II, p. 536). 


—Briot et Bouquet (Théorie des fonctions elliptiques, 2° édition, p. 347) 


ont cherché a établir que l’intégrale de (7) est méromorphe sans se servir 
de relations finies auxiliaires. Mais leur démonstration revient a établir 
- que si les singularités de (7) sont algébriques, ce sont des poles : elle laisse 
donc intacte la difficulté signalée plus haut (n° 4). L’obstacle a été surmonté 
par M. E. Picard (Bull. Se. Math., 2° série, t. XIV, 1890, p. 107) par un 
procédé qui revient a établir dans ce cas particulier l'un des théorémes 
‘généraux de M. Painlevé pour les équations du proher ordre (Lecons.. 


ee lastes ct Stockholm, p. 57). - 


Enfin, c’est M. E. Goursat (Cours d@’ Analyse, 3° édition, t. I, p. 209) 
qui, le premier, a posé et résolu le probléme de linversion par le procédé 
du n° 5. Pour établir que l’ordre de R(z) est égal 4 1, M. Goursat étudie 

la fonction 4(z), inverse de(2),4 l'aide d’une méthode qui utilise, notamment, 


~ la théorie des fonctions implicites. 
Dans une Note récente (Ann. Fac. Sc. Toulouse, 3° série, t.X 1918, p. 207) 


_ nous avons exposé une méthode synthétique et Sraeataaee qui détermine 
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directement l’ordre de R(z) sans passer par l'étude préliminaire de Ja fonction 
inverse (uw); cette méthode s’appuie uniquement sur les propriétés des 
séries de puissances et de la théorie des fonctions continues; quant & la 
théorie des fonctions elliptiques, elle n’intervient que par le développemenl 
en série double de pu. 

Or, on peut modifier la démonstration précédente, de fagon a ne sup- 
poser connues ni la propriété du rapport des périodes de (2), ni la ratio- 
nalité de R(z) (n° 3, p. 468); par contre, on doit faire intervenir les for- 
mules de la transformation de Landen. 


7. C'est ce dernier point de vue que nous avons adopté dans la démons- 
tration qui ya suivre, comme étant plus conforme a la disposition générale 
de l’Ouvrage. Nous avons introduit les fonctions de Jacobi dont l'emploi, 
ici, était particuliérement simple; nous n’avons supposé connus que les 
propriétés des séries entiéres, la périodicité des intégrales elliptiques, les 
développements infinis du Chapitre IV et les formules de la transformation 
de Landen, qui, d’ailleurs, en sont la conséquence directe. 

Dans une premiére partie, nous établissons, pour | / | suffisamment petit, 
Videntité 


4K et 2K’ étant des périodes fondamentales de l’intégrale; nous termi- 


nons (n° 15) en_étendant le résultat au cas d’un module quelconque, et 


cela, grace a la transformation de Landen, dont l’importance, signalée 
souvent:par Hermite (ef. OLueres, t. IV, p. 470) apparait ici une fois 
de plus. 

En définitive, lanalyse qui va suivre constitue une justification immé— 
-diate du postulat du n° 97; et, par une conséquence aisée, elle légitime le 
-postulat du n° 34. 


8. Retour sur la transformation de Landen. — Afin de ne pas 
interrompre le cours de la démonstration, nous présenterons d’abord — 


quelques remarques complémentaires sur la transformation de Landen, | 
Reprenons les notations du Chapitre X; en vertu des relations (1) du 
n° 207, on peut écrire 


(10) 


Or, désignons par K et cK’ les demi-périodes, proportionnelles a w et wy: 


et de multiplicateur 1, puis par K, et ¢K4 les demi- “periodes, propor= 


5) 
tionnelles a Te et w', et de multiplicateur rh ‘Ea vertu des n®* 94 et 208, 


‘ 


I~ 
a | 
~ 
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on aura X 
Kk = 2, tk = £0’, 
b : eas -K a 4 : 
Ky= gu+k ) es =(1+%')—, Ki =—tgi+ FM)’ H= 04+ 4) 
2 2 
ou 
ess /: oF 
K = (1+ f,) ky, K = (1 hy) — 


et, en utilisant les définitions du n° 85, on pourra écrire (10) sous la 
forme 
sn(w| K, ¢K’)cen(u| K, 7k’) 


To). snt(i ce A) u| Ky; 7KE = k! ie 
(10) sn[(4 )u| Ky, cK, ] = a+ #4’) da(uc PKK’) 


ou 
. Woe, a eR 2 snf(w|K.¢K’)cn(w] K, th’ 
10 sn | ———'| I ee seas A 
we. EE ges | I+ ky dn(u | K, ¢K’) 
Posons alors 
sn?(u|-K, 2K’) =o, sn2[(1-+h’)u[ Ky, ch] = 01; 


Péquation (1o’) s’écrira 
(1+ k')2o(1—e)., 


> 


Il Py) = 
Ey) 1— 2» 
et, d’ailleurs, en vertu de |’équation différentielle vérifiée par la fonction sn 
au multiplicateur 1 (n° 94 et 99), on a 


dv; (r+ k’) de 


$i eee SSS SSS 
) 04 (1— 04) (1 — K2-4) Veli—e)ii— ke) 


A vrai dire, les relations précédentes ne sont établies que pour des 
1—k 
+k 
périodes 2K et 2/K’ par les formules du n° 85; et rien ne prouve que 4 
puisse prendre une valeur quelconque (n° 2 de cette Note). Mais sait A» 
une valeur de x, calculée a partir de 2Ky et 27K; (11) et (12) devront 
étre vérifiées en méme temps pour toutes les valeurs de é suffisamment 
voisines de ko : donc, quel que soit X, (11) entraine (12) par différentiation 
-et élimination, ce qu’un calcul direct vérifie aisément. 

Le procédé par lequel nous avons obtenu le systéme (11)-(12) montre en 


: . Ke 
outre qu’on peut faire varier uw d’abord deoa aan aa puis de aK, 
2 i1+k 2 


valeurs de k [e de: ky = | qui peuvent étre calculées a partir des 


et cela suivant une loi telle que 9; varie d’abord de o a 1 par valeurs réelles 
croissantes, puis de 1 4 o par valeurs réelies décroissantes; et, en méme 
temps, ¢ décrira un are de courbe ©, d'origine 0, d’extrémité 1, et passant 
par le point (1+ &’)-1. ne oy 
" Clest ce que montrerait aussi une étude directe dela transformation (11) 
(cf. Joc. cit., au n° 6 de cette Note, n° 3 du Mémoire). 
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9. Remarques sur l’itération de la transformation de Landen, 
pour & complexe. — Cherchons l’effet que produit l’application indéfi - 
niment répétée de la transformation de Landen sur le module 4, supposé 
réel ou complexe (et différent deo, 1, © ). 

D’aprés la formule (2) du n° 208, nous avons 


» Jk 


fee Mase 
Baits ee 2 


Posons 


Vk' = r et, Vk, = ret; 


la formule précédente entraine les relations 


7 
13 tane94, = tane§ 
Ce Oa ee Ree PRD 
cos 2f 1+ 72 
(14) ee cosQ. 
y r are 


I] y a une ambiguité dans la définition de ,; nous la léverons en conve- 
nant de choisir pour 0, le plus petit en valeur absolue des deux angles 
satisfaisant & (13) dans le premier et le quatrigme quadrant. Nous 
aurons ainsi 


§ désignant langle du premier ou du quatriéme quadrant ayant méme 
tangente que 4. 
On écrira de méme, les indices ayant la méme signification qu’au n° 210, 


= > |o&2)< = 


=; 


), tend done vers zéro. D’autre part, quand n augmente indéfiniment, 
rn ne peut rester supérieur a 1+ ¢ (€, nombre positif fixe, arbitrairement 
petit) : car, s’il en était ainsi, l’équation wey (ou 9, tend vers zéro) mon- 
trerait qu'il existe une certaine valeur nv’ de n telle que l’on ait a la fois 


M4 2 
Py ae et ravi > I+ 


dott Pn41<1. En particulier, il existe done des points A‘, intérieurs a la 
boucle |6| < - de la courbe r*=2c0s49; le module correspondant, ky, 
satisfait alors a|k,]<1, et, en vertu de la relation (2) du n° 208 et’ de 


Vinégalité R(k},) >0, ona 
ky 
| Knvi |= is |= ; 


2 
+ ki, | 51 Fak 
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ioe) 


(Végalité n’ayant lieu que si k,= 0); on en déduit 
| kn+p | s kn [2P; 


ce qui prouve que, sous les conditions précisées plus haut pour le choix 
des radicaux, ona 
Tim == 05 


uo 


comme dans le cas ott les £, sont réels. 


10. La transformation S.— A la transformation de Landen se rattache 
étroitement, comme on pourrait Je montrer, la transformation quadra- 
tique T définie par la formule 


W2-+ 1 


(ie) Seals Wo 


Rappelons des propriétés bien connues de cette transformation. A tout 
point du plan (W), elle fait correspondre un point du plan (); et Aa tout 
point «’, deux points Wy, Wo, tels que W; W.=1. Posons 


w=r+ ily, W=cett; 


nous aurons 


/ 


dot 


et Pon voit que, quand W décrit dans son plan la circonférence | W|=9>1, 
w décrit une ellipse de foyers w = +1; pour 9 =1, cette ellipse se réduit 
au segment rectiligne (—1, +1). Inversement, a tout point » de l’ellipse, 
correspondent deux points W, et Ws, d’arguments y et — x sur les cercles 
d’équations | W,[ =o, | W2|'= e-!. 

Posons maintenant, A désignant une quantité Si module w<i, 


‘ Vas Gok W 


6 et Z satisferont ala relation 
72+ fk? 


(S) : pO arp es Aen, 


qui définit une correspondance entre les plans (3) et (Z). Kn vertu des 
résultats précédents, l’aire . du plan (3), intérieure a lellipse E, de 
foyers s =--k, et passant par le point s =1, sera représentée doublement 
sur la couronne (@ comprise entre les cercles C, et C, d’équations 


[Zj/= lie yi. 
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Pour distinguer ces deux cercles l’un de l’autre, nous désignerons par 4" 
la détermination du radical /1— &2 qui se réduit a +1 pour k =0; K(k’) 
ne peut s'annuler que pour 4?=1-+ 72 (J, réel). Donec, pour |Al <1, ACK’) 
garde le méme signe, positif par hypothése, et lon aura 
1— ik’ 


I+ k' oe 


le cercle extérieur C, aura done pour équation 
LZ iss lie RY, 
Véquation du cercle intérieur étant 
[Z)=1—e'|. 
Cela étant, nous poserons provisoirement pour abréger I’écriture 


72P + k2p 


Rie =a C= Spa (ps ONs 


et nous démontrerons la proposition suivante : 


11. Lemme I. — Si ¢ est intérieur a E (frontiére exclue), on peut 
ab ‘ 
développer (1— 3") ? en série convergente par la formule 
+0 5 ( 
t TPG (2 0 =i i I : 
ies) SSS i +- + + oy i 22 Ps . 
ay Vi— = ba 94.45.3220 (e 5° Pa OP ae 
p=9 


De Ae L>—- k2 seen cs ; on)! k 
aa) aie 


puis, pour 


(16) la|<t, 
nm 
20 Mi ome 2n)! kal 
SS Set aan Ag “SS | Sept 
n=0 
Posons 


n=jop (pZo) 


et admettons qu'il soit permis d’intervertir les signes 5; la formule précé= 
dente deviendra 


I inal Pop (ay7-+2p)! 2 ker 
Via “= aa 7 +P): ay ky + ap yl? 
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or, en introduisant (n° 113) le symbole F(a, 8, y; #) qui a un sens pour 
|Al <r, on voit aussit6t que cette derniére formule est identique a (15). 

Mais il reste a établir la légitimité de Vinterversion; a cet effet, consi- 
dérons la série des puissances en €: 


+ 0 
3 1.3...(2p—rI) r\ 2p 
p=? 


on peut écrire encore 


a3 fer du 
(Bed Jy i—Pu | /uai—ujir Pu) 


p=o 


SX 


u( 


comme on s’en assure en calculant le coefficient de 4?/ dans le dévelop- 
pement du terme de rang p-+-1 de la série précédente. Si lintégrale pré- 
cédente est prise Je long du chemin © défini a la fin du n° 8 de cette Note, 
et si C est intérieur a ( (frontiére exclue), la quantité entre crochets restera, 
en module, inférieure a 1; la série ¥(¢) sera donc réguli¢rement convergente 
4 Vintérieur de tout cercle de centre O et de rayon inférieura | 1+-4’]. Un 
raisonnement analogue s’applique a la série qu'on déduit de Y(¢) en y 
remplacant ¢ par k%:¢, de Sorte qu’en définitive la série qui figure au 


second membre de (15) représente une fonction §(Z) holomorphe a V’inté- 
4 


rieur de (©. Montrons que cette fonction est identique a (1— gt) 2, 

‘Or les coefficients de la série (15), envisagée comme une série double 
par rapport aux puissances de Z et k, sont des nombres positifs; d’autre 
part, le raisonnement méme qui précéde, montre que cette série est con- 
vergente quand on y remplace & par |&| = p et Z par | Z| pourvu que | Z| 
appartienne a la couronne 


es ia es ke TS 
(Go') [Z| <1+yVi-— 2, Iz <reyr— pt 
intérieure 4 @®. De plus, les points de ’ satisfont a (16) : car en vertu 
des notations du n° 40 de cette Note, (16) peut s’écrire , 
1 


P(e) = prt 2.00827,+ 


et ona sUSOS# ) <0 quel que soit y. On peut done dire, dabord, 
: fs 
que V’interversion des signes = est légitime dans (’, et en outre que la 


; I : ‘ 
fonction holomorphe §(Z) coincide avec aay dans (’, et, par suite, 
i— 2 


a l’intérieur de @®. 
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Notre proposition est done établie, Introduisons maintenant lintégrale 


I(a)= f- dz 


Ali (1— 32) (42 — 32) 


la détermination initiale du radical étant arbitraire, et le chemin d’inté- 
gration étant intérieur a E; les périodes de I(z) s’écriront 


Re pe oa 
» Vas ayaay 
(le radical étant pris égal 4 1 pour s = 0), et 


haar Be dz 
DAL es ee ee 
k Vi1—22)(J2— @ 


52) 


formule ot l’ambiguité du signe sera bientdt levée. Démonttons alors le 
lemme suivant : 


12. Lemme II. — Si z est intérieur a& E (frontiére exclue), on peut 
développer \(s) en série convergente par la formule 


r 


; Pena} Z 
(tiga) a ead (327 te iF (=. = 1G; it) Log 7 


tig ects he es p=, 2p+i; ia) 


et lon a, en outre, 


(18 ) w= F(S, a ree it) Log" 
ae 


k 
+ i 
I 1.3...(2p—1) 1 
pene De Acie. a F (p+ 35 p+ i, op-+1; Wt) 
p=i1 


Neer crass 

x< — . 

2 KG 2 

Re ; Sey ne Adee 
A lintérieur de ®, l’expression /z2— 2 = Z 

2 

prend d’ailleurs aux deux points Z et 42: Z qui correspond a < en yertu 
de (S) les deux déterminations Opposées qui répondent a 3; mais, pour 
notre probléme, il n’y a pas lieu de préciser la détermination du radical, 


est uniforme; elle 
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ae | 
“1 


in 


ni le choix du point Z: nous écrirons ainsi 


et, en revenant a (15), on en déduit aussitét (17), par intégration entre les 
limites & et Z. D’aprés le numéro précédent, la légitimité de l'intégration 
nest d’ailleurs assurée que pour les points Z de (® (frontiéres exclues). En 
particulier, nous pouyons prendre Z = — &, ce qui nous donnera 


¥ 


7 


EF (o5 5) a) 


(ef. n° 113), mais nous ne sommes pas stirs encore de pouvoir prendre 
Z=1-+ Kk’ (c’est-a-dire s =1) afin d’obtenir la formule (18). 

Pour établir cette formule, appliquons le théoréme d’Abel a la série de, 
puissances 


(19) = 


+0 
Pets 6. £2 —T I I wie fh Ge Veo 
Bay eRe led Woiteee 
9(6) wee py a9 2 (p op a ay? oh: VG) 


daprés ce théoréme, si cette série converge pour €=1-+A’, le second 
; : s I 
membre de (18) représentera bien K’ = = I(r). 
t 


Or, en procédant comme au numéro précédent, on peut écrire le terme 
général de (18) sous la forme 
1 
I pP du 
ae ey pone LE edd BS 
BT Sy Pfu (i) to AAD) 
avec 
(1+ k’)y?u(1— wu) 
y= iia o eee OM 
I—k*u 


et lintégrale étant toujours prise le long de ©. Considérons alors l’expression 


1 
q 


ee Tes 
Sone oP os du 
; P fuli— u)(v— Ru) 


p= " 
a) 


ol uy est un point de © arbitrairement voisin de (1+ 4’)-1 hee sur 


PTE ES : 
Pare o(1+ £’)-1, soit sur l’are (r+ hk’) “\. On peut encore écrire [ for- 
mules (tr) et (12) du n° 8] 


: I sia A 7 dy 
A=aa f (f+..4 4) —_“___s, 
. LE ed a ah g Vo(i—e)(1— Ate) 


on 
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/ 


e étant arbitrairement petit. Mais, quel que soit g, on aura 


1 > 
ja fiers fe Sheree e 


7) Soames SES Saas = oe ef} 
[Rte SP eo = eneeae] 


le second membre pouvant étre rendu aussi petit qu’on voudra. 


intégrales 
1 


tek 
ype du : 
SS (iy) = 0 ou 1) 
wie fen P teen u)(1— ku) 


Les 


sont donc uniformément convyergentes, si grand que soit lentier g. Dés 


lors, on peut affirmer que la série o(1 +k’) a pour somme I’intégrale 
f : } g 


1 
1 du 


2T Jy "I= 6 Ju ua ea) 


dont la valeur est une fonction bornée (et continue) de *°a lintérieur 


dun cercle de rayon inférieur a 1. 


13. Lemme III. — On peut déterminer deux nombres positifs, 2 >1 
et B <1, tels que pour 
; 
(20) [Al <=: 
a 


1° Le symbole sn(u|K, ¢K’) @ un sens; 
2° La fonction 
I 


Rice) ot at on ee ee ee 
A 2) = cal Le) ook Ge Te Re 


est holomorphe dans le cercle 


2 
r 9 On Tae 
(T) al< 8. 
ot C) ‘ 
Posons ®(f) = — ) ; en vertu de (17), (18), (19) on peut 
eer tj 15 fe) ‘ 
2 2 
écrire 
Al es Z jc? 
(21) a = 2 bogz + 0(z)—0(F), 
al aG, ke 
(22) AD = 2 bog 4 (rh) — OB). 


Or, lorsque p =| 4] tend vers zéro, (1+ k") — (1 — #’) tend yers une 


1% sur . M 
limite finie positive, soit > ‘(qu’on démontrera étre égale a log 4); on peut 
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donc déterminer un nombre positif yy (inférieur a 1), tel que pour p< py 
on ait 


| (1+ k')— &(1— #’') | <M; 
et, pour 2 < yw, on pourra écrire 


Sees +k 
(03) R (Fo) 28|-|- Mio los Ode Me 


Ceci fait, déterminons un nombre positif 8, inférieur a e—24(< 1) et tel 


. M : ae 
que pour |¢|< 6, et p< py on ait |P(C)[< 3 Puls, choisissons un 
M 


nombre positif « supérieur au plus grand des nombres e* et @; yy; si la 


condition (20) est vérifiée, on aura donc stirement p< y). Décrivons enfin 
dans le plan (Z) les cercles y; et y2, de centre O, de rayons § et 


_Y2 Sera inteérieur a y, etla couronne ©” qu’ils délimitent appartiendra a ( 


(car on a B<i+V/1— p2). Or Z variant a Vintérieur, de (@", [&(Z)| et 


sera, en valeur absolue, 


k 


4 


Aas .M 
seront inférieurs a —; de plus, log 
2 


Q 

inférieur & log£; enfin, s variera a l’intérieur d’une ellipse de foyers 
85 
‘ 


: : : I pee 1? —J s 
z= etde demi-petit axe égal a = — —— 8: quelque petit 
. et. de P gal a= te meee 


que soit {|A| =p, celle ellipse contiendra toujours a son intérieur le cercle T 
(de rayon inférieur a 1). 

Cela étant, faisons varier s a l’intérieur de I’; si la condition (20) est 
vérifiée, on aura, quelque petit que soit p, 


a (2 


(ou le second membre est stirement positif); et, par comparaison avec (23), 
il viendra 


(24) a (Fe )—|a |=] |>toeg —2M > om. 
\ f 


BARU +M 
v. 


K 


“as 


‘ ee 
On en déduit d@abord que, pour p< me K (XE) est positif, ce qui 


démontre la premiére partie de notre lemme. Tragons maintenant a partir 
de Vorigine le réseau des parallélogrammes des périodes de la fonction 
sn(w|K, 7K’) et soit 2D la distance du sommet, 27K’ au cdté (0, 4K); 
2M|K| 


oT 


Waprés (24), on aura D > . Figurons alors les droites A’, A”, paralléles 
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venidh io ah et. oe : 2M|K ey: 
au cOté (0, 4K) et situées a une distance D — ease de ce cété; la bande Wb 
rv 


limitée par A’ et A” ne contiendra aucun point équivalent 4 7K’. Cela étant, 
la condition (24) signifie éyidemment que (20) étant vérifiée, et 3 variant 
dans T, [(s) ne peut sortir de Ws : dans les mémes conditions, le 
point I(z) +7K’ ne saurait coincider avec aucun sommet du réseau. 

Or Vensemble de toutes les déterminations que peut acquérir I( z) 
quand on modifie de toutes les maniéres possibles le chemin d’intégration 
est de la forme 


El(s)+4mK+ antl’ (m, nm, entiers ); 


dnu 
konu ' 
yériodes 4K et azK', R(z) est uniforme dans tout le plan z; de plus, a l’inté- 
| ’ p } ; 


la fonction sn(w+K+7K’) = 


rieur de U', et sous réserve de (20), [(s) est borné, et sn [I(s) + K+ 7K']—1 
ne peut étre nul, d’aprés ce qu’on vient de démontrer. La fonction R(z) est 
donc bien holomorphe a l’intérieur de I. ; 


14. Solution du probléme de Vinversion pour |/| suffisamment 
petit. — Considérons lintégrale 


3 


= az 
L(s)=IMV(sz)+0¢W= { 2 as eet 
ree Jp VA ee 22) 
ou, d’apres ce qui précéde, la détermination du radical et le choix du 
chemin d’intégration n’ont pas besoin d’étre précisés pour le calcu de 
R(z). Gomme I,(z) ne peut deyenir infini extérieurement a I, les seuls 
points od R(z) puisse cesser d’étre holomorphe sont ceux ot I,(z) est 
égal a 4mK-+a2ntK'; en particulier, il en est ainsi de z=1. Mais, 


lorsque & tend vers zéro, K tend vers = (n° 12 de cette Note), et A(K’: K) 


croit indéfiniment, de sorte que | 4mK + 2ncK’| finit par rester supérieur 
a tout nombre positif < 27; de z=1 comme centre, on peut done décrire 
un cercle I’ de rayon assez petit pour qua l’intérieur de I’ R(z) ne posséde 
qu’un seul pole, z= 1, et cela dés que |A| est suffisamment petit, 

Il nous reste a étudier R(z) extérieurement aT et I’. Or, si & tend vers 


zéro, I,() est une fonction continue de k a l’extérieur de T (ct qui tend 


PE Pte ie 
eae aR ver! ( 4 ) et 
2 2 Koa 
a(1,+ K) ae 5 I 
cos iat yeas restent bornées et tendent respectivement vers = et 


vers arc cos 5): Dans ces conditions, les expressions sin 


TK’ 


2 : . =e f 
Nee 2); mais, d’aprés (24), ¢ =e tend alors vers zéro, de sorte que 


: \- 
étant paire, et admettant les 


rege 


itt; 


~~. 
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~la fonction 
( 297 Co Pi g* 
: BR teh Peele eto: 
TU {1+ G7 )*{i + g3)2 ve \ q K 7? 


sn wu.— sin — 
2K (1+ ¢g?)2(1+q*)?... 


(1 ; Bee - 
aoe | cos => g- cles 
q COS Se tg 


ou. uw désigne 1,(3) + K, reste constamment bornée a Pextérieur de LT (et 
tend vers ¢:z). En définitive, pour |£| suffisamment petit, R(z) est holo- 
morphe dans tout le plan (z) a V’exclusion du pole z =1. 

Etudions la fonction autour de ce point. On a (n° 96) 


1 = dnI, on hig zn 
sn (Ree Kyi Ten bie dn ipo Pe Ee (pau Nes 3? 
; —, = Tia ———— fh 
» 2A 
or 
yt) 1 .6—(k2s24) 
[? 3 reall (4 eres a 2 eos 
i ( ) FS I) 3 ki 1) 
dott 
R¢z) =— = mK ay Sap ? 


les termes non écrits représentant une fonction holomotphe et nulle 


4& 


pour s=1. Pour |f/| assez petit, lexpression R(z) + est donc 


uniforme et bornée quel que soit z; c’est done une constante (n° 7), qui 
ne peut étre que o, puisque la somme précédente s’annule pour z=1, 
Pour |X| assez petit, nous avons done établi la formule 


I z 
sn[I,(s)-+K]—1 th ieee 


qu’on aurait pu déduire aussi du calcul antérieur de Ja limite de snw (exté- 
rieurement aT et I’). On tire de 1a (n° 86) 


(25) : sn[Ii(z)-+ K+ iK'] = 7. 


Or, moyennant le changement de zen £f sous le signe d'intégration, on 
peut écrire 


1 3 
ak k " 
K+iK'+h(s)= [ re pall ra STIG hah 
2 deat i Ge IEA) a VEC) It) 


i 
et, sidans (25) oh remplace z par &Z, on peut dire que, pour| | suffisam- 
ment petit, la fonction sn wz, construites avec les périodes 4K et 27K’ de lin- 
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tégrale elliptique précédente vérifie lidentité 


en S. 
dV 2G?) (take C2) 


Pour | k]| suffisamment petit, le probléme de l’inversion est donc résolu. 


I 
x? 


15. Extension au cas d’un module quelconque (40, +1, «). — 
Montrons maintenant que le résultat obtenu s’étend au cas d’un module & 
quelconque. A cet effet, écrivons la suite des modules 44, kg, ..., Kn, .-. 
qui se déduisent de 4( 0, +1, ») par l’application réitérée de la trans- 
formation de Landen. Actuellement, nous ne sayons pas encore s’il existe 
des fonctions snw admettant pour module l’un queleonque des modules 
précédents; mais nous avons vu (n° 9) que, moyennant des conventions 


déterminées sur les radicaux /f,,, la suite précédente tend vers zéro. Pour 

l'un de ces modules, soit Ay, le probleme de linversion est donc sirement 

possible; supposons que nous ne sachions rien du cas de Ja valeur antécé- 

dente, 4; tout reviendra a établir la possibilité de inversion pour. ce cas. 
Or, construisons une fonction sn aux périodes 


4 = 


eau 


he : 
ii = 4 f es ae I eae a Kao fo ise! Oa a 
0 ¥(1— 4})(1— kj 27) VG—#t)G— iat) ee 
on pourra former également une fonction sn, aux périodes 
\ ves 


4K = 411+ 1) Ky, DK == 90 (x rt hy) 


et ces fonctions vérifieront la relation (10”), Enfin, les variables z = \/¢ et 


2,= /%, (p. 471) étant liées par la relation 


26 Se ed 
uot) ; r+ ky Vi—-Pa 


on peut écrire 


(27) dz tt iky dz; : 
0 [eG > eae) 


les radicaux étant pris égaux a 1 pour z=0 = 3). 
Ceci posé, le probléme de Vinyersion étant supposé résolu pour la 
valeur &, du module, il existe un nombre w tel qu’on ait simultanément. 


(28) oes =f. eS ae 
oe es VO s})G — kis?) 

meal 

' SS Ay 

f Rats 
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et 
2Uu Pi ee 
(29) sn Ki, iK, ) = 5; 
I+ ky 4 


tandis que, d’aprés (10"), (29) et (26), on aura 


(31) sn(u | K, iK’)cn(u|K, iK’) 2aVi— 2 
: dn(w|k, 7K’) Vi kage 


Déterminons une quantité a par la relation sn(a|K, iK) =z; 
(31) donnera 
nuwenu rena 
s _+ sn@cna 
dnu dna 


Or le premier membre est une fonction elliptique aux périodes 2K, 27K’, 
aux zéros (non homologues) o et K; on aura donc soit === ras Olt 

= K=a,.a des multiples prés de 2K et 22K’. Mais w doit s’annuler 
avec a, ce qui exclut le second cas; et comme VU — 3) (1 — F222) est égal 
a I pour z= 0, on aura soit uw =a, soit u = 2K —a (a des multiples prés 
de 4K et 27K’). Moyennant un choix conyenable du chemin d'intégration, 
on peut se borner a la premiére formule, Il résulte dela que la fonction snw, 
construite avec les périodes de Vintégrale (30), est bien telle que Von ait 
identiquement snu = z. 


Le probleme de l’inversion est ainsi résolu pour une valeur quelconque 
du module. 


—— 2 
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FONCTIONS DE WEIERSTRASS. 


Développements en produits et séries infinis. 


; 4 u 
sinu& = uU pe 
~m™ 


I : I I 
u UW 70% mT 


I I ’ T 
: =—+ > -: 
sin? u u2 (u— mn)? 


cotu 


\, 


(w=2meo+2Nnw0'), 
: u 1 mu? 
Hy u w 2 w? 
OMA Sh Us Se ’ 
Ww 


I if I I 
Cu = = me eee 2 
u u— w Ww 
Lae : I ; pe] 
“i= oe — 
P U2 ys (u—w)? ww? |” 


Nee I : 
sp og Gia Se eres 


Développements en séries entiéres. 


Ps 23! 29 
cuU=> U+* 2 2 Le a ee 
DEA 5 0) Deka es Dee PEE SED Ey) 

I S72 3 5 

Cus — + 4 — I — SE (ae S2 
u eign) 55 Dap Oee DEN ao sa 

I aes ae & e 

oe u- a coal 
Y u> Dero me a ee oes 


RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 


Relations entre pu et ses dérivées. 


} Fi 
pru=4piu— gopu— g3= 4(pu— e,)(pu—es)(pu— es), 
p’u=6p?u—t go, 


Dnt Piles 


Homogeénéité. 
S(uu| po, po’)= wo(ulo, ow’), 
OTA y, 
C(pu| po, po’)= -—C(ulo, ow’), 
e 


p(pu| we, po!) = aE P(e] os 0), 


§2( ww, ww’) = — £4 (10; w'), 


py 
I 
S3( po, pw") = ae 830% wo). 
Dégeéenérescence. 
1° @ 106 


2,0 20 SNe td 
+(e 2 - 
ll erae Oy Ire Gs 
gu=e®\?/ —sin —.- 
Tv 20 
Dri == 50.0) = 60s 
\ i 
pu=sz> Cu=-=) CU WU; 
ur u 
ey = Cg = C3 = O,*7 $2= 0, §3=— 0. 


Périodicité et formules d’addition. 


p(u+ 20) =p, 
p(u+2w')= pu, 
((u+r2w)=Cu+2y, 4 = Ce, 
C(u + 20’) =Cu+ 27, n= Cw’; 


486 


(eat 2 Sou \2 / 
pu—e,=(—); Pu—e= (i — js pu—es=( 
\ 


RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 
C(U+2wW) =— erMurwlyu, 


o(U +20’) =— e2n'Utw) oy, 


F(U+2MwW + 2ANw') = (—1)MRHM+N e(2mq+2n4/)(U+-mMw+nw’) yu; 


Cha Pr s2ucte 

ae = C(u+)+C(u—ev)—2Cu,° 
—p'e 

pu—pe co C(u+e)+C(u—v)— 2p, 


' 1 
qT Pp t= pee 
2 pu—pyv 


10 /p w—p'o 
pe plu) == (Fe) 


=C(u+e)—Cu—Ce, 


, ee 2 
put+pet+p(u+e)= ; (Fear) : 


pu— pe 


p(uto)—e= Rm 2 GEES 
pu— & 


5 


Ab UES ast 


U+wW + wo')—eo= 
pm ) man pPu— eg 


aS eh 8c) 


plu + w')—e; 
Pues 


Racines €4, €3, €3. — Fonctions 5, 2, 03. 
ma: , , 
r= PH, €=p(m+w'), es= pw’, 


o(u—w)o(u—w')o(u+w-+ o') 


nee = 2 
i Sadw' S(o+ w')osu 


o(o—u) 
a Sees ee 


C1 = ene 
s: (od 


o(w+u'—u)* 


Cou = eh+n’u . ‘ 
o(# + w’) 


T(w'— uw), 


= ue 
o3uU = en . . 


ou 


26,UCsuCzU 


Th a 
my oF u 


Les fonctions o4, @, 73 sont paires. 


? 


O3u 
ou 


; 
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r 
, @ : 
Valeurs réelles de pu quand wy et — sont réelles. 
v 


Considérons le rectangle de sommets 0, w, w+ w’, w', Quand l’argu- 
ment uw décrit le contour de ce rectangle dans le sens 0, », w+ 0’, w’, 0 
5 ? ’ ? 

Ja fonction pu est réelle et diminue constamment de +0 &—o 


1° Quand wu va de o au sommet w, pu décroit de © a e,; p'u est réelle 
et négative. 

2° Quand wu va de» aw+w’, pu décroit de e, a e:, pu est purement 
imaginaire positive. 

3° La variable wu allant de w+! aw’, pu décroit de e, a e3, p'u est 
réelle et. positive. 

4° Enfin u revenant de w’ a o, pu décroit de e;4 — «; p'u est purement 
imaginaire négative, 


En tout point pris dans le rectangle, pw est imaginaire. 


FONCTIONS DE JACOBI, 


Séries trigonométriques. 


aa ge mu 
i CS 5 
q % 2K 


H(w) = 2\/q sine — 2,\/q9 sin 30+ 2 V/g?5 sin 5e—..., 
Hy(u)=24 q cosy + 24/99 cos30 +21/q?% cossv-+..., 
G O(u) =1— 2g cos29-+ 2g* cos4y —2q* cos6o-+..., 


@,(w) =1+ 29g cos29+ 2qg' cos4v+2¢q% cos6e+.... 


SELLS SS ‘ “ she Ser 
A=e *K ? Zéros de H(w) 2mK + a2nik’, 
~H,(u) = H(u+ K), » H,(w) | (2m+1)K+ 2niK’, 
O(u) = FH (w+ ik), » O(u) amK +(an+1)tK’, 
u 


61(w) = +H(u+K + ik’), > (wv) | @m+1)K+(2.n+1)ik’, 
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Produits infinis. 


TRU 
C= 


Ae (Ts 9A yl ad rns 


aK? 
H(w) = AoV/q sin e(1— 2g? cosae.+ qg*)(t— 2g* cos2v-+ g8)...; 
Hi(u) = Aad/g cosp(1+ 29? cos29 + g*)(1+ 2q' cosa” + g8)..., 
O(u) =A(1— 24 cos2” + g?)(1— 2g3 cosav+q5)..., 


O;(w) = A(1+ 2q coso” +'g2)(1+ 2g3 cosa" + q%).... 


Addition d’une demi-période ou d’une période. 


Sati = Saori re Mere en 
H(wtK)=  Hy(w), H(u+iK')= 1) 0(u), 
O(u + Ky 20; (x); O(u+tK’)=~. tAH(w), 

H,(u+K)=— H(uw), H,(w+7K’)= i0;(u), 

O(u+tK)= 0(u), Or(u+tK')= dH,(w), 
“H(u+K+iK')=  20,(w), H(u + 21K’) =—pH(w), 
O(u+K+7K’) = Hy (2), O(u+ 21K’) = — 2p O0(w), 
H,(u+ K+ 7K’) =— i) 0(u), Hi(w+2tK')= wi (w), 
Oi(u+K+7K')= itrAH(w), O(u+2tK’)=  wO,(u). 


Relations entre les x et les 3. 


1% 
a Fi Ca} gate 
S = 
H'(o) e 
H i 14 12 
oe os o(w+u) eo ae 1(u) Seat 
us  ————e-" = 4 
Tw H,(0) 
17 
o fe Leal 
Soll = SAG Races mare CEES 3 @1() 2@ " 
¥ T(w+ wo’) 01(0) ’ 
od bi bata | 3 
9 TPC Y O(u —u 
o3u.= ied Ses day SS ( ) 


Sith a 0(0) 
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FONCTIONS snw, enw, dnu. 


ke H(u) 

Vk O(u)’ 
kK Wy(w) pee MIA FCO) 
k @(u)’ mi oe ~ @3(0)’ 


snu = 


enu = 


Addition d’une demi-période ou d’une période. 


chu Nee I 
sn(u+K)= -—, sn{u-+ 7K’) = : 
dau Asnu 
kK’ snu dnu 
en{u + K) = — —— en(w + 6K j= — 
( ) dnu ( ey} ksnu’ 
: ke ha, cn 
dn(uw+K)= dn(w+ 7K’) =— 1—., 
dau snu 
Tad dnu 
sn(u+ K+ 7K’)= , 
Aenu 
3 : ee 
Cnic > Kee. ys 
( YF een’ 
e /sne- 
dn(u+K+ UK’) =k 
ser ta 
sn(u+2K)=—snu, sn(u+2tK’)= snu, 
en(w+2K) =—enu, en(u+ 271K’) =— cnu, 


dn(w+2K)= = dnu, dn(w + 22K’) =— dnu. 


Argument purement imaginaire. — Relation entre pu et snu. 
. 


K’, cK) 
sn(tu|K, 7K’) =7 on 


“cn(u|K, aK)’ 

; = 3+ ae 
en(w| K’, 7K)’ Pat ® 
dn(w|k’, cK) 
en(u| K’, cK) 


Ey G27C MNES, IKE) a= ise. ane 


dn(ziu|K, tk’) = 


4go RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 
Valeurs réelles de snu, cnu, dnu quand K et K’ sont réels ( fig. 7 bis). 
OA =i, OB =k 


u O A G B 


snu 16) I = oO 


u A O B 


cn 0) 1 oO 


dn ts) k’ I 
Fig. 7 bis. 
J 
B Cc 


Formules d’addition. 


cnx = cnucn(u—a)+snusniu—a)dnz, 


sn2u—+ cn?u=1, 
e+ k?P=1, 
A? sn?u + dn2u =1, 


a snwene dny + snecnudnu 
ST eer t— k* sn2u sn29 : 


ecnucny —snusne dnudne 
Sr ee 1— A2sn2u sn2¢ : 


dnGru dnuwdne — k2snusne cnucne 
Te ES) eget eS 
t— k?2 sn2u sn2 vp 


Dérivées. 


dsnu : 2K 
= gcnudnu, / RE = 010). 
T 


du 
Si l’on suppose K et K’ liées par la condition 


2K . 
— =1-+ 29 + 2g* 4-29" +... 4, 


v 


ry & ‘% 4 ~ 
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d(snu) = cnudnu, : 
¢ \ 238 ila 
t . d(cnu 
Seis Poet LS ee AO es 
ee ‘ oy dnu Le alee 5. * wv 
aie adee ) —ksnwenu, . me 


Développements en séries entiéres. 
eg Te ere 


a aay yak (a +95 a ; rye ee Se 


886384 334) 


Tas. 5.87 3 5 AG roe “ ea = é as = ae 


— 0H 4Gh 6h); 


aad 


aes 
- Boos aaa 


TEASS 


ae a ACh +B) aes : 
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